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Introducao

O Professor Dinamérico Pombo diz que um bom curso (ou palestra) de Matemética deve
ser concluido com a prova de um teorema. Concordo com ele. Afinal, nao faz sentido um
curso de Matematica onde varios conteidos sao apresentados sem conexao com a prova de
um teorema, pois Matematica € a prova de teoremas.

Neste livro, nosso objetivo é provar o Teorema de Cantor. Vamos experimentar a pratica
matematica de demonstracao de teoremas estudando conceitos bésicos de Teoria de Con-
juntos (conjuntos, relagdes, fungbes) até chegar na prova de que existem infinitos diferentes
e cada vez maiores (Teorema de Cantor). No caminho, vamos fazer alguns pequenos des-
vios para estudar um pouco mais alguns conjuntos numéricos que ja conhecemos do Ensino
Médio: dos numeros naturais, dos nimeros inteiros, dos numeros racionais, dos numeros
reais, dos numeros complexos. E vamos também conhecer novos conjuntos numéricos: dos
inteiros modulo n.

Penso nesse texto como parte de um curso de “alfabetizacao matematica”, pois o que
apresentamos deve ajudar a entender como ler e escrever Matematica.

Quando dizemos “leia o texto”, no contexto da Matematica, nao esperamos que a pessoa
a quem nos dirigimos va se sentar confortavelmente como faria para ler um romance ou um
livro de poesias. Ler Matematica estda muito proximo de estudar Matematica. Ao ler um
texto de Matematica, ao mesmo tempo escrevemos bastante, pois devemos ir anotando:

e as perguntas que surgem durante a leitura (por exemplo: e se o conjunto fosse fi-
nito/infinito? isso faria sentido se os elementos do conjunto ndo fossem numeros?);

e 0s exemplos que nés desenvolvemos ao tentar entender os exemplos apresentados no
texto (se o texto apresenta um exemplo com numeros, eu tento fazer um exemplo
parecido com letras; ou se o texto apresenta um exemplo que tem um conjunto com 5
elementos, por exemplo, eu tento fazer um exemplo parecido usando um conjunto com
2 elementos, depois usando um conjunto com 7 elementos);

e 0 desenvolvimento dos detalhes de um argumento que foi apresentado de forma re-
sumida na demonstragdo de um resultado (por exemplo, se ndo entendemos imedia-
tamente por que (n + 1)n! = (n 4+ 1)!, desenvolver o fatorial escrevendo (n + 1)! =
(n+1)-n-(n—1)-(n—2)---3-2-1 = (n+1) - (n-(n—1)-(n—2)---3-2:1) = (n+1)-n!
pode ajudar);

e nossa lista de duvidas e comentérios que surgiram durante a leitura (por exemplo, ali
em cima estda escrito que numeros compleros é conteudo do Ensino Médio, eu nao
estuder complexos no Ensino Médio, serda que preciso conhecer esse conteudo para ler
esse livro? ou o que serd que quer dizer “diferentes infinitos”? ou ainda, serd que o
Teorema de Cantor estd relacionado com aquela historia do Hotel de Hilbert?).
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E bom, também, quando estudamos Matematica, ir fazendo uma lista com as definicoes
e os fatos matematicos mais importantes, relacionados ao assunto que é nosso foco no mo-
mento. Ter esta lista em maos na hora de resolver os exercicios ajuda muito.

Outra coisa importante é saber que, em Matematica, nao devemos ter a expectativa de
entender tudo completamente, da primeira vez em que abordamos um contetido. Devemos
poder avancar sem o entendimento completo, que na maior parte das vezes nunca alcangamos
mesmo. O que esperamos ¢ que, na préxima vez em que estudarmos aquele assunto, nosso
entendimento vai ser melhor; na vez seguinte, ainda melhor. Tudo o que vamos estudando
no caminho, mesmo contetdos nao diretamente relacionados, vai nos trazendo maturidade e
contribuindo para um melhor entendimento de cada assunto especifico.

Renata
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Capitulo 1

Conjuntos

Neste capitulo, apresentamos as nogoes basicas de conjunto e pertinéncia. Falamos ra-
pidamente dos principais conjuntos numéricos. Discutimos, de forma um pouco mais de-
talhada, duas maneiras bésicas de apresentar (ou definir) conjuntos. Por fim, iniciamos o
estudo das duas mais basicas relacoes entre conjuntos: igualdade e inclusao.

*

Em todas as areas da Matematica, e até mesmo nas outras ciéncias, ¢ usual empregarmos
a palavra

conjunto

para nos referirmos a uma totalidade de objetos que, por uma razao ou outra, queremos
considerar como distinguidos dos demais.

Por exemplo, em um estudo socioeconomico, podemos classificar a totalidade dos in-
dividuos envolvidos em 3 classes, de acordo com os seus poderes aquisitivos: o conjunto
dos individuos mais abastados, que formam a classe A; o conjunto dos individuos com um
bom poder aquisitivo, que formam a classe B; e o conjunto dos individuos com baixo poder
aquisitivo, que formam a classe C.

Ou, ainda, em Aritmética, é usual considerarmos a totalidade dos niimeros naturais
dividida em outras totalidades: o conjunto dos nimeros pares, o conjunto dos numeros
impares, o conjunto dos niimeros primos, etc.

A nocao de conjunto — totalidade de objetos considerados como distinguidos dos demais
— ¢é, aparentemente, tao primitiva quanto as nocoes de numero e figura. Por esta razao, o
seu uso parece ser imprescindivel para o desenvolvimento da Matematica e de varias outras
ciéncias.

Apds o surgimento e o desenvolvimento da mocao de conjunto, 0s conceitos,
notagoes e resultados bdsicos sobre conjuntos se tornaram um pré-requisito para
o estudo de qualquer disciplina matemadtica. Portanto, o dominio deste contetdo
¢ essencial tanto para a leitura dos textos, quanto para a resolugdo (e a redagao
das resolugoes) de questoes e problemas. Por esta razdo, todo estudante de Ma-
temdtica deve conhecer os rudimentos da Teoria dos Conjuntos.
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1.1 Conjuntos, elementos, pertinéncia

A nocao de conjunto empregada em Matematica é muito parecida — mas nao ¢é idéntica
— com aquela que empregamos no dia a dia.

Um conjunto é um
agregado, agrupamento, classe, grupo, etc

de objetos.

Exemplo 1.1 Alguns exemplos de conjunto sao:

(a) O conjunto formado pela letra a (e nada mais).
(b) O conjunto formado por todos os seres vivos.
(c) O conjunto formado por todos os nimeros naturais.

(d) O conjunto formado pelo estidio do Maracana e pela alegria de uma torcida quando seu
time faz um gol.

(e) O conjunto formado pelo conjunto dos nimeros pares e pelo conjunto dos nimeros
impares.

Observe no Exemplo [I.1| que um conjunto pode ser formado por:

a) um numero especifico de objetos;

(
(b) um ndmero nao especifico mas finito de objetos;
(c
(d

(e

)

)

) um numero infinito de objetos;

) objetos concretos e objetos abstratos;
)

outros conjuntos.

Uma diferenca essencial entre a maneira como a palavra “conjunto” é empregada em
Matematica e como ela é usada no dia a dia é a seguinte:

Em Matematica, quando nos referimos a conjuntos (agregados, agrupamentos,
classes, grupos, etc) de objetos, estamos assumindo os seguintes aspectos:

— todos os conjuntos em questao sao formados com objetos obtidos de um
outro conjunto, que chamamos de conjunto universo;

— o conjunto universo a partir do qual os conjuntos sao formados nem
sempre é explicitamente caracterizado, mas esta fixo, no contexto;

— a ordem dos elementos nos conjuntos nao é relevante;

— a repeticao dos elementos nos conjuntos nao é relevante.

(©) CC BY SA 8 R. de Freitas e P. Viana
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de

Assim, conjuntos sao usados quando temos um grupo de objetos distinguidos — dentro
um grupo maior de objetos — para os quais nem ordem nem repeticao sao levadas em

consideracao.

Exemplo 1.2 (a) Consideremos a questdo:

(b)

Quantas comissoes de 3 elementos podemos formar, dado um grupo com 10
pessoas?

Aqui, as palavras “comissao” e “grupo” sdo sinonimas de “conjunto”.

De fato, de acordo com essa questao, nao sao consideradas nem a ordem nem a repeticao
de pessoas nas comissoes e no grupo.

Em contraste com a questao acima, consideremos a questao:

Quantas comissoes consistindo de um presidente, um vice-presidente e um se-
cretdario, podemos formar, dado um grupo com 10 pessoas?

Aqui a palavra “grupo” € sinénima de “conjunto”, mas a palavra. “comissao” ndo €
sinonima de “conjunto”.

De fato, de acordo com essa questao, ha uma hierarquia das pessoas que fazem parte da
cOmissao.

Dado um conjunto universo e um conjunto qualquer, alguns objetos do universo estao no

conjunto e outros nao.

Os objetos que fazem parte do conjunto sao os seus elementos.
Os elementos do conjunto sao ditos pertencer ao conjunto.

Assim, pertinéncia é uma relagao entre dois objetos, que se estabelece quando
o segundo é um conjunto e o primeiro é um elemento do segundo.

A relagao de pertinéncia, denotada
€

¢é a principal relacao estudada na Teoria dos conjuntos.

Sempre que for conveniente, vamos denotar conjuntos genéricos por letras latinas maits-

culas, como

AB,C,.... XY, Z

e elementos genéricos destes conjuntos por letras latinas minisculas, como

a,bc,...,x,y, 2.

Assim, dados um objeto genérico a e um conjunto genérico A:

©) cC BY SA 9 R. de Freitas e P. Viana
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escrevemos no lugar de

a€ A a é um elemento de A
a pertence a A

a& A a nao é um elemento de A
a nao pertence a A

Um aspecto bastante sutil do conceito “elemento” é que ser um elemento nao é uma pro-
priedade, mas sim uma rela¢do. Isto é, dado apenas um objeto, nao faz sentido perguntarmos
se ele é um elemento ou nao. O que faz sentido é, dado dois objetos (ndo necessariamente
distintos) perguntarmos se um deles é elemento do outro ou nao.

Exemplo 1.3 (a) Considere o conjunto P dos planetas do Sistema Solar e o conjunto A
dos objetos estudados pela Astronomia. Temos que:
Terrae P
Sol ¢ P
P ¢ Terra
Sol € A
PeA
(b) Considere o conjunto C' dos continentes da Terra e o conjunto G dos objetos estudados
pela Geografia. Temos que:
América € C
Atlantico € C
Atlantico € G
G ¢ Atlantico
cCégcC
CedG

(c) Considere o conjunto S das selegoes que participaram da Copa do Mundo de Futebol de
2023 (observe que, como estamos tratando de um conjunto, ndao estamos considerando
nenhuma hierarquia entre as selegoes). Neste caso, consideramos que cada sele¢ao € um
conjunto de jogadoras (analogamente, como estamos tratando de conjuntos, nao estamos
considerando nenhuma hierarquia entre as jogadoras de cada sele¢ao). Temos que:

Selecdo Brasileira € S

Observe que, meste caso, o conjunto Selecdo Brasileira pertence a outro conjunto, S.
Também, temos que:

Selegdo Italiana ¢ S
Além disso, neste caso, temos que:

Marta € Selecdo Brasileira

Formiga ¢ Selecdo Brasileira

©) cC BY SA 10 R. de Freitas e P. Viana
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Observagao. Um aspecto importante dos conjuntos usados em Matematica é o seguinte:

Os elementos de um conjunto podem, eles mesmos, serem conjuntos! Assim,
dependendo da situacao, é legitimo escrever

a€c A

mesmo quando a é um conjunto!

Ja vimos exemplos desta situagao no Exemplo (c) Vejamos outro exemplo: considere
a Universidade Federal Fluminense, UFF, como um conjunto. Neste caso, ela é formada
por Institutos, que sdo os seus elementos neste contexto. Assim, temos que o Instituto de
Matematica e Estatistica, IME, é um elemento da UFF, ou seja,

IME € UFF
mas o Instituto Félix Pacheco, IFP, nao é um dos institutos da UFF, ou seja,

IFP ¢ UFF

Neste caso, cada instituto da UFF ¢é visto como um elemento.

Por outro lado, cada instituto da UFF é formado por departamentos, que sao os seus
elementos. Assim, temos o Departamento de Anélise, GAN, que é um dos departamentos do
Instituto de Matematica e Estatistica da UFF, ou seja,

GAN € IME

mas o Departamento de Estradas de Rodagem, DER, nao é um dos departamentos do Insti-
tuto de Matematica e Estatistica da UFF, ou seja,

DER ¢ IME

Neste caso, cada instituto da UFF, que antes era visto como um elemento de um conjunto,
agora é visto como um conjunto de departamentos.

Assim, neste contexto, a UFF é um conjunto de institutos e cada instituto da UFF é um
conjunto de departamentos.

Aparentemente, esta elaboracao de que os elementos de um conjunto podem por sua vez
ser vistos como conjuntos sempre pode ser levada adiante.

Por exemplo, voltando a UFF e seus departamentos, temos que cada departamento da
UFF é, por sua vez, um conjunto de professores. Assim, temos o Professor Petrucio Viana,
Petrucio, que é um dos professores do Departamento de Analise do Instituto de Matematica
e Estatistica da UFF, ou seja,

Petrucio € GAN.

Mas a Professora Marcia Cerioli, Marcia, nao é professora do Departamento de Andlise do
Instituto de Matematica e Estatistica da UFF, ou seja,

Marcia ¢ GAN.

(©) CC BY SA 11 R. de Freitas e P. Viana
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Na verdade, Marcia Cerioli nao é professora da UFF mas, sim, da Universidade Federal do
Rio de Janeiro, UFRJ.

Assim, neste contexto, o Instituto de Matematica da UFF é um conjunto de departamen-
tos, e cada departamento é um conjunto de professores.

Em resumo, de acordo com esta analise, a UFF é um conjunto cujos elementos sao ins-
titutos; o IME (que é um dos elementos da UFF) é um conjunto cujos elementos sao de-
partamentos; o GAN (que é um dos elementos do IME) é um conjunto cujos elementos sao
professores; e o Petrucio (que é um dos elementos do GAN) é um professor.

1.2 Conjuntos numéricos

Admitimos como conhecidos os conjuntos numéricos usuais:
N — o conjunto dos nimeros naturais, inclusive o zero,
N* — o conjunto dos niimeros naturais, exclusive o zero,
Z — o conjunto dos nuimeros inteiros, negativos, zero e positivos,
Q — o conjunto dos ntimeros racionais, fragoes negativas, zero e fragoes positivas,

R — o conjunto dos numeros reais, dizimas periédicas e nao periddicas, negativas ou
positivas, e zero,

C — o conjunto dos niimeros complexos.

O conjunto dos numeros naturais, que denotamos por N, é constituido pelos nimeros
usados pra contar: 1,2,3,4, e assim por diante. Ou seria: 0,1, 2, 3,4, e assim por diante?
Esse é o nosso primeiro exemplo e aqui ja temos uma divida: o nimero zero é ou nao é um
elemento do conjunto N?

Com os numeros naturais podemos fazer contas de somar e o resultado de qualquer conta
serd sempre um elemento do conjunto dos naturais. Por isso dizemos que o conjunto dos
numeros naturais é fechado para a operacao de adicao. Mas nao é assim se formos fazer
contas de subtrair também.

Se queremos subtrair, é melhor passar para o conjunto dos nimeros inteiros, que deno-
tamos por Z. Os elementos do conjunto dos nimeros inteiros sao: 0,1,—1,2,—2,3,—3, e
assim por diante. O conjunto dos nimeros inteiros é fechado para as operacoes de adicao e
subtracao: com numeros inteiros podemos fazer contas de somar e de subtrair e o resultado
de qualquer conta serd sempre um numero inteiro.

Se considerarmos agora a multiplicagao, temos que ambos o conjunto N dos naturais e o
conjunto Z dos inteiros sao fechados para esta operacao. Mas nao é assim se formos fazer
contas de dividir também. O conjunto dos numeros inteiros é fechado para a adicao e a
subtracao, é fechado para a multiplicacao, mas nao é fechado para a divisao.

Se queremos dividir, é melhor passar para o conjunto dos nimeros racionais, que denota-
mos por Q. Os elementos do conjunto dos niimeros racionais sao todas as fracoes que a gente
pode formar usando numeros inteiros no numerador e inteiros nao nulos no denominador.
Usando numeros racionais podemos fazer contas de somar, subtrair, multiplicar e dividir
(desde que nao seja por zero) e o resultado de qualquer conta é sempre um nimero racional.
Ou seja, o conjunto dos nimeros racionais é fechado para as operagoes de adigao, subtragao,
multiplicagao e divisao (excluindo o zero da posigao de divisor).

©) CC BY SA 12 R. de Freitas e P. Viana
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Em seguida temos o conjunto dos ntimeros reais, que sao os nimeros que a gente usa para
medir. Por exemplo, se temos um quadrado cujo lado mede 1 centimetro, nao temos nenhum
nimero racional para representar a medida da diagonal desse quadrado. A diagonal de um
quadrado de lado 1 é v/2, que ndo é um nimero racional. (Vamos ver a prova desse fato
em um texto mais adiante.) Usando niimeros reais podemos somar, subtrair, multiplicar
e dividir (desde que nao seja por zero), e o resultado de qualquer conta serd sempre um
nimero real. O conjunto R dos nuimeros reais é fechado para essas quatro operacoes. Mas
nao é assim se quisermos tirar a raiz quadrada. Nem sempre a raiz quadrada de um nimero
real é um nimero real. A raiz quadrada de nimeros negativos nao é um nimero real.

Chegamos, entao, ao conjunto dos niimeros complexos, que denotamos por C. No con-
junto dos nimeros complexos podemos fazer qualquer conta (com excecao de dividir por
zero) e o resultado estd garantido: podemos até tirar a raiz quadrada de nimeros negativos.

Admitimos como conhecidos os conjuntos numéricos usuais: N, N* Z, Q, R, e C. Fa-
remos referéncia aos elementos desses conjuntos, suas propriedades e relagoes, sempre que
for necessario, confiando no entendimento que vocé ja obteve desses objetos, em estudos
anteriores.

1.3 Definicao de conjuntos

Um conjunto é denotado pela apresentacao de sua definigdo entre chaves: { , }. Vamos
estudar duas maneiras de definir um conjunto:

— por lista ou indicacao de uma lista,

— por propriedade.

Para definir um conjunto por lista, apresentamos uma lista dos nomes dos elementos do
conjunto. Um conjunto definido por lista é denotado pela apresentacao dos nomes dos seus
elementos separados por virgulas e encerrados entre chaves.

Exemplo 1.4 1. O conjunto dos resultados possiveis do arremesso de uma moeda (que
nao cai em pé) pode ser especificado como

{K,CY,
onde K denota cara e C denota coroa.

2. O conjunto dos resultados possivets em um unico arremesso de um dado pode ser espe-
cificado como

{1,2,3,4,5,6}.

Na especificacao de conjuntos por listagem, é usual admitirmos a possibilidade de lis-
tarmos um unico elemento ou, até mesmo, nao listarmos nenhum elemento. Nestes casos
extremos, especificamos dois conjuntos especiais:

Definicao 1.1 Seja A um conjunto. Dizemos que A € unitdrio quando A possui um unico
elemento.

©) cC BY SA 13 R. de Freitas e P. Viana



Prova do Teorema de Cantor: Uma Introducao a Pratica Matematica

Como usual, denotamos um conjunto unitario por
{a}
onde a representa o tnico elemento do conjunto.

Definicao 1.2 Seja A um conjunto. Dizemos que A € vazio quando A ndo possui elementos.

Como usual, denotamos o conjunto vazio pelo simbolo

que ¢é a letra “o” do alfabeto noruegueés estilizada.

Cuidado para nao confundir () (conjunto vazio) com 0 (nimero zero). FEstes objetos
matematicos, embora relacionados, nao sao iguais.

A primeira vista, () parece ser um conceito estranho, j4 que o que caracteriza um conjunto
sao os seus elementos e () nao possui elementos. Mas, como veremos adiante, a nocao de
conjunto vazio é extremamente 1til no desenvolvimento tedrico e nas aplicagoes da Teoria
dos Conjuntos.

Observagao. Um problema com o qual nos deparamos frequentemente é o seguinte:

Dado um conjunto A especificado por listagem e um objeto x, qualquer, determi-
nar se x € A ou nao.

Para resolver este problema, basta fazer o seguinte:
1. apagar as chaves que delimitam A e as virgulas que separam os elementos de A;
2. verificar se x ocorre entre os “elementos que sobraram”.

Por exemplo, dado o conjunto

A={0{1} {23}, {{{3}}} }

e os objetos {2} e {{2}} (que por sua vez também sdao conjuntos) temos que

{2y ¢ A

{21 e A

De fato, apagando as chaves que “delimitam” A e as virgulas que “separam” os elementos

de A, “sobram” os objetos:
0 {1} {{2}p {{{3}}}

Observe que {{2}} ocorre na lista acima, mas {2} nao ocorre.

A definigao por lista é adequada apenas para conjuntos finitos pequenos (com poucos ele-
mentos). No caso de conjuntos finitos grandes ou de conjuntos infinitos, podemos apresentar
uma indicacao da lista dos elementos do conjunto.

Um conjunto definido por indicacao de lista é denotado pela apresentacao dos nomes de
alguns dos seus elementos separados por virgulas e encerrados entre chaves e sao usadas
reticéncias para substituir os nomes de elementos do conjunto que nao sao listados. Devem
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ser listados nomes de elementos em quantidade suficiente para que a pessoa que vai ler possa
inferir quais nomes foram substituidos pelas reticéncias. Eis uma apresentacao do conjunto
das professoras do Departamento de Anélise, por indicacao de lista:

A= {Ana, Anne, Carla, ... , Viviana, Yuri}.

No caso de conjuntos infinitos, podem ser usados nomes genéricos que indiquem a forma
dos elementos do conjunto. Por exemplo, o conjunto dos niimeros naturais pode ser apre-
sentado assim:

N={0,1,2, ... , n, ...}
e o conjunto dos niimeros pares, assim:
P={0,2,4, ..., 2n , ...}

H&4 ainda outras formas mais complicadas, dependendo do que pensou a pessoa que
escreveu a definicao do conjunto.

Para definir um conjunto por propriedade, devemos apresentar um conjunto universo e
uma propriedade que se aplica a elementos desse universo. Os elementos do conjunto definido
sao os elementos do conjunto universo que possuem a propriedade.

Um conjunto definido por propriedade é denotado do seguinte modo:

{rel:xé P},

onde U é o nome do conjunto universo e P é uma especificacao da propriedade.
Apesar de ser estranho, a expressao

{r el :zéP}
costuma ser lida como
o conjunto dos z pertencentes a U tais que x é P.
Outra maneira de denotar um conjunto definido por propriedade é
{r : xelexé P},

ou ainda de formas mais complicadas, dependendo do que pensou a pessoa que escreveu a
definicao do conjunto.
Por exemplo, o conjunto
P={zeN : xépar}

também pode ser denotado por
P={z : existe y € N tal que x = 2y}

ou, ainda, por

P={2y : ye N}
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1.4 Igualdade

Além da pertinéncia, outra relacao fundamental entre os objetos da Teoria dos Conjuntos
é a relagao de igualdade. Quando estamos tratando de conjuntos, ela é regulada pelo seguinte
principio:

Principio da Extensao:

Dois conjuntos sao iguais se, e somente se, possuem exatamente os mesmos
elementos.

Por exemplo, considere os conjuntos:

A = {x €Z: x énatural},
B = {z €Z:x ésoma de 4 quadrados}.

Temos que A e B sao iguais.

Para saber se dois conjuntos A e B sao iguais, precisamos saber apenas quais sao 0s
elementos de A e de B. Assim:
Nao tmporta a ordem em que os elementos sao apresentados. Por exemplo:

{1,2,3} ={3,2,1}
Nao importa se ha repeticao na apresentacao dos elementos. Por exemplo:
{1,2,2,3} ={1,1,2,3,3,3}
Nao importa a maneira como os elementos sao apresentados. Por exemplo:
{1,2,2,2,3} = {3,3, V4], 1}

Nao importa o universo em que os objetos sao tomados, nem a propriedade escolhida para
a apresentacao do conjunto. Por exemplo:

{reN:1<r<3}={reR:2> -4z +4=0}

Propriedades basicas da igualdade

A igualdade é uma relagdo importante entre conjuntos que possui vérias propriedades
fundamentais. Dentre elas, as mais destacadas sao:

Propriedades da Igualdade:
Para todos os conjuntos A, B e C, valem as seguintes propriedades:
(1) A=A
(2) Se A= B, entao B = A.

(3)Se A=BeB=C,entao A=C.
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Todos os enunciados (1), (2) e (3) sao intuitivamente verdadeiros.
(1) afirma que todo conjunto é igual a si mesmo.

(2) afirma que se um conjunto A é igual a um conjunto B, entdo B também ¢é igual a A.
Assim, podemos dizer, simplesmente, que A e B sdo iguais

(3) afirma que se um conjunto A é igual a um conjunto B e este conjunto B também é igual
a um conjunto C, entao A e C' sao iguais.

As propriedades que relacionam a pertinéncia com a igualdade sao as seguintes:

Propriedades da Pertinéncia e da Igualdade:

Para todo objeto a e todos os conjuntos A, B e (', valem as seguintes propri-
edades:

(4) Se A=Beac A, entdo a € B.

(5) Se A=Be Ae(C,entao B e C.

Ambos os enunciados (4) e (5) sdo intuitivamente verdadeiros.
(4) afirma que conjuntos iguais possuem os mesmos elementos.

(5) afirma que conjuntos iguais pertencem aos mesmos conjuntos.

Verificando igualdades

Dados dois conjuntos A e B, como verificar se A e B sao iguais? Por exemplo:
{z € Z: x é soma de 3 quadrados} = N?

Dois conjuntos sao iguais quando possuem exatamente os mesmos elementos. Assim, se
queremos verificar se A e B sao iguais, podemos fazer isso verificando se:

— todo elemento de A é também elemento de B,
— todo elemento de B é também elemento de A.

Essa ideia nos leva a nocao de inclusao de conjuntos.

1.5 Inclusao

Definicao 1.3 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A estd contido em B, denotado por
A C B, quando todos os objetos que sao elementos do conjunto A sao também elementos do
conjunto B.

Ou seja:

‘A C B se, e s6 se, para todo z, se x € A, entao x € B.

Por exemplo, o conjunto das pessoas com deficiéncia estd contido no conjunto dos seres
humanos. Quando um conjunto A estd contido em um conjunto B, dizemos também que
A é subconjunto de B.
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Notacao
notacao ‘ leitura
aChb a estd contido em b
aCbd a é subconjunto de b

a b | anao estd contido em b
a b |anao é subconjunto de b

Observe a semelhanca entre o simbolo <, utilizado quando comparamos nimeros, e o
simbolo C, utilizado quando comparamos conjuntos.

Propriedades basicas da inclusao

Estamos interessados nas propriedades da inclusao que valem para todos os conjuntos,
independente da natureza dos seus elementos.
Para todos os conjuntos A, B e C', temos que:

(1) ACA (Reflexividade)
(2) Se ACBeBC A, entao A= B (Antissimetria)
(3) Se ACBe BCC,entao AC C (Transitividade)

Observe que as propriedades listadas da relacao C, sobre conjuntos, sao inteiramente
analogas a propriedades da relacao <, sobre nimeros. Mas, nesse contexto, a semelhanca
para por ai. Por exemplo, para nimeros, vale:

para todos os nimeros z € y, temos que z < y ou y < .

Mas existem conjuntos A e B tais que nem A C B nem B C A. Por exemplo, dados os
conjuntos A = {1} e B = {2}, temos que AZ Be B¢ A.

Como verificar inclusoes?

Terminamos esse capitulo com uma questao para voceé pensar: dados um conjunto A e
um conjunto B, como verificar se A C B? Considere os conjuntos A e B a seguir.

1. Em cada item, verifique se A C B.
(a) A={a,e}e
B ={a,b,c,d,e}
(b) A=/{a,e,i,o,u} e
B ={a,b,c,d, e}
(¢c) A={a,e,i,o,u} e
B = {x : x ¢ letra do alfabeto latino}
(d) A={1,2,3}e
B = {x : x é letra do alfabeto latino}
() A={x € N:x épar e primo} e
B ={1,2,3}
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(f) A={x € Z: z é soma de quadrados} e
B ={x € Z : x ¢é positivo}

2. Agora, volte aos itens da questao anterior e pense na questao que nos interessa mais:
em cada item, tente explicar como voce verificou se A C B.

No proximo capitulo, vamos retomar essa questao de como verificar, dados os conjuntos
A e B, se A esta contido em B, ou nao.

1.6 Exercicio resolvido

1. Defina os seguintes conjuntos por listagem:

(a) Conjunto das letras da palavra duauéaié.

(b) Conjunto das disciplinas do primeiro periodo do curso de Bacharelado em Ma-
tematica da UFF.

(c) Conjunto das trés montanhas mais altas da Terra.
(d) Conjunto dos nimeros pares e primos.
(e) Conjunto dos niimeros reais que sao solugao da equagao 2% = —1.

2. Seja A = {{1},{2},{3,4},{5,6},{7,8,9},10}. Classifique cada afirmacao a seguir

como verdadeira ou falsa. Justifique.

(a) A tem 10 elementos.

(b) A ¢ finito.

(c) 1¢é um elemento de A.

(d) 1 é um elemento de um elemento de A.
)

(e) {1} é um elemento de A.

3. Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira ou falsa. Justifique.

(a) Todos os conjuntos 0, {0}, {{0}} e {{{0}}} s@o elementos do conjunto {{{{0}}}}.
(b) {0,{0}} tem exatamente 2 elementos.
(c) {0,1,{2,3},{4,5,6},7,8,9,{10}} ¢ {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} sao iguais.

Nos exercicios a seguir, preencha as lacunas com €, C, ambos ou nenhum deles, para
formar enunciados verdadeiros.

4. Considere A = {o,e}.

(a) e...... A

(b) i...... A
(¢)o...... A

(d) {o}...... A
(e) {o,e}...... A
(f) {e,i}...... A
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5. Considere A = {o,e} e B = {{o},{0,e},0,{e}}.

(@) i...... B

(b) o...... B

(c) {o}...... B

(d) {o,e}...... B

(e) A...... B

(f) {e,i}...... B

(g) {o,{o}}...... B
(h) {{o},{e}}...... B
(i) {{e},e}...... B

Tente resolver o exercicio, antes de ler a resolugao.

- RESOLUCAO -

1.

4.

(a) {6,u,a,8&,i}.

(b) {Estatistica I, Célculo I-A, Geometria Analitica, Exercicios de Geometria Analitica,
Légica, Nimeros e Fungdes}.

(¢) {Monte Everest, K2, Kangchenjunga}.

(d) {2}

(e) 0.

(a) Falso. Justificativa: Apagando as chaves e as virgulas que delimitam A, “sobram”

os seguintes elementos de A: {1} {2} {3,4} {5,6} {7,8,9} 10. Assim, A tem
6 elementos.

(b) Verdadeiro. Justificativa: Como vimos em (i), A tem 6 elementos.
(c) Falso. Justificativa: 1 nao ocorre na lista dos elementos de A.

(d) Verdadeiro. Justificativa: Temos que 1 € {1} e {1} ocorre na lista dos elementos
de A.

(e) Verdadeiro. Justificativa: Como vimos em (iv), {1} ocorre na lista dos elementos
de A.

(a) Falso. Justificativa: Apagando as chaves que delimitam {{{{0}}}} “sobra” um
tnico elemento: {{{0}}}. Assim, por exemplo, @ & {{{{0}}}}.

(b) Verdadeiro. Justificativa: Apagando as chaves que delimitam {0, {(@}} “sobram”
dois elementos: ) {0}. Assim, {0, {0}} tem dois elementos.

(c) Falso. Justificativa: Por exemplo, O € {0,1,{2,3},{4,5,6},7,8,9,{10}}, mas
0¢{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

(a) Resposta: e € A.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto A, vemos que A possui
dois elementos, que sao a letra o e a letra e. Como a letra e é um dos elementos
de A, temos que e € A. Como a letra e ndao é um conjunto, nao temos que e C A.
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(b) Resposta: i...... A.

Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto A, vemos que A possui
dois elementos, que sao a letra o e a letra e. Como a letra i nao é um dos elementos
de A, nao temos que i € A. Como a letra i ndao é um conjunto, também nao temos
que i C A.

(c) Resposta: o € A.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto A, vemos que A possui

dois elementos, que sao a letra o e a letra e. Como a letra o é um dos elementos
de A, temos que o € A. Como a letra o nao é um conjunto, nao temos que o C A.
(d) Resposta: {o} C A.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto A, vemos que A possui
dois elementos, que sao a letra o e a letra e. J4 o conjunto {o} possui um tnico
elemento, que é a letra o. Como a letra o é o tinico elemento de {0} e é também um
dos elementos de A, temos que todos os elementos de {o} sdao também elementos
de A. Logo, {o} € A. Como o conjunto {o} nao é um dos elementos de A, nao
temos que {o} € A.

(e) Resposta: {o,e}...... A.

Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto A, vemos que A possui
dois elementos, que sdo a letra o e a letra e. J4 o conjunto {o,e} possui dois
elementos, que sao a letra o e a letra e. Como tanto a letra e quanto a letra o sao
elementos de A, temos que todos os elementos de {o, e} sdo também elementos de
A. Logo, {o,e} C A. Como o conjunto {o,e} nao é um dos elementos de A, nao
temos que {o,e} € A.
(f) Resposta: {e,i}...... A.

Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto A, vemos que A possui
dois elementos, que sdo a letra o e a letra e. J4 o conjunto {e,i} possui dois
elementos, que sao a letra e e a letra i. Como a letra i nao ¢ um dos elementos
de A, temos que o conjunto {e,i} possui um elemento que nao é elemento de A.
Logo, nao temos que {e,i} C A. Como o conjunto {e,i} nao é um dos elementos
de A, nao temos que {e,i} € A.

5. (a) Resposta: i...... B.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui
quatro elementos, que sdo o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. Como a letra i ndo é um dos elementos de B, nao temos que i € B. Como a
letra i nao é um conjunto, também nao temos que i C B.

(b) Resposta: o € B.

Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui
quatro elementos, que sao o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. Como a letra o é um dos elementos de B, temos que o € B. Como a letra o
nao é um conjunto, nao temos que o C B.

(c) Resposta: {o} € B e {o} C B.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui

quatro elementos, que sdo o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. Como o conjunto {o} também é um dos elementos de B, temos que {o} € B.
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Como a letra o é o tnico elemento de {o} e é também um dos elementos de B,
temos que todos os elementos de {0} sdo também elementos de B. Logo, {o} C B.
(d) Resposta: {o,e} € B.

Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui
quatro elementos, que sdo o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. Como o conjunto {o, e} é um dos elementos de B, temos que {o,e} € B. O
conjunto {o,e} possui dois elementos, que sao a letra o e a letra e. Como a letra
e ndao é um dos elementos de B, temos que o conjunto {o, e} possui um elemento
que nao é elemento de B. Logo, nao temos que {o,e} C B.

(e) Resposta: A € B.

Justificativa: Como A = {o, e}, pelo item anterior temos que A € B e nao temos
que A C B.

(f) Resposta: {e,i}...... B.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui
quatro elementos, que sdo o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. J4 o conjunto {e,i} possui dois elementos, que sao a letra e e a letra i. Como
a letra i ndo é um dos elementos de B, temos que o conjunto {e,i} possui um
elemento que nao é elemento de B. Logo, nao temos que {e,i} € B. Como o
conjunto {e,i} nao é um dos elementos de B, nao temos que {e,i} € B.

(g) Resposta: {o,{o}} C B.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui
quatro elementos, que sdo o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. J& o conjunto {o, {o}} possui dois elementos, que s@o a letra o e o conjunto
{o}. Como tanto a letra o quanto o conjunto {o} sao elementos de B, temos que
todos os elementos do conjunto {o, {o}} sdo também elementos de B. Logo, temos
que {o,{o}} € B. Como o conjunto {o, {o}} ndo é um dos elementos de B, nao
temos que {o, {o} € B.

(h) Resposta: {{o},{e}} C B.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui
quatro elementos, que sao o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. Ja o conjunto {{o},{e}} possui dois elementos, que sdo o conjunto {o} e o
conjunto {e}. Como tanto o conjunto {o} quanto o conjunto {e} sdo elementos de
B, temos que todos os elementos do conjunto {{o}, {e}} sdo também elementos
de B. Logo, temos que {{o},{e}} € B. Como o conjunto {{o},{e}} ndo é um
dos elementos de B, nao temos que {{o}, {e} € B.

(i) Resposta: {{e},e} C B.
Justificativa: Examinando a lista que apresenta o conjunto B, vemos que B possui
quatro elementos, que sao o conjunto {o}, o conjunto {o, e}, a letra o e o conjunto
{e}. J& o conjunto {{e},e} possui dois elementos, que sdo o conjunto {e} e a
letra e. Como a letra e nao ¢ um dos elementos de B, temos que o conjunto
{{e},e} possui um elemento que nao ¢é elemento de B. Logo, nao temos que
{{e},e} € B. Como o conjunto {{e}, e} ndo é um dos elementos de B, nao temos

que {{e},e} € B.
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1.7 Exercicios de fixacao e revisao

1. Em cada item a seguir, determine se a palavra sublinhada estd sendo usada (naquele
contexto) como um conjunto ou nao.
(a) Um bolo consiste de uma camada de massa, coberta com uma camada de chocolate.
(b) Uma urna consiste de vérias bolas misturadas, uma de cada cor.

(¢) Um trajeto consiste de uma escadaria, seguida de uma calgada seguida de outra esca-
daria.

(d) Uma gaveta consiste de varias bugigangas guardadas.

(e) Uma vestimenta consiste de um par de sapatos nos pés, uma cal¢a cobrindo as pernas,
e uma camisa cobrindo o térax.

2. Dé exemplo de um objeto que pode ser visto como um conjunto cujos elementos também
sao conjuntos.

3. Na andlise que fizemos sobre uma representacao da UFF como um conjunto cujos ele-
mentos sdo conjuntos (pagina [11]), obtivemos:

Petrucioe GAN , GANeIME, e IME e UFF.

Agora, com base nessa mesma andlise, é correto concluir que Petrucio € UFF?

4. Considere os seguintes conjuntos:

A . formado pelas letras a,a,a,b,b

B . formado pelas letras a, b

C : formado pela segunda letra da palavra aba
D : formado pelas vogais da palavra baba

E : formado pela letra a

(Classifique como verdadeiro ou falso. Justifique.

(a) A=B
(b) A=C
(¢c) B=C
(d) B=D
() D=FE

5. Verdadeiro ou falso, justifique.

(a) {3} € {3,4,5}
(b) {3} € {{3}.4,5}
(c) {3} €{3,4,5}
(d) {3} < {{3},4,5}
6. Verdadeiro ou falso, justifique.
Para A = {1,2,{1}}, temos:
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{1} e A

7. Considere os conjuntos a seguir.

A: O conjunto de todos os inteiros positivos menores que 10.

RSB SRE s

(a) Determine as relagoes de inclusao entre estes conjuntos.
(Quais destes conjuntos estao contidos em quais?)

(b) Defina estes conjuntos por lista.

(¢) Defina estes conjuntos por propriedade.

(©) CC BY SA

O conjunto de todos os niimeros primos menores que 11.

O conjunto cujos tnicos elementos sao 1 e 2.
O conjunto cujo tnico elemento é 1.

O conjunto de todos os nimeros primos menores que 8.
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Capitulo 2

Provas

Neste capitulo, comegamos a estudar provas matematicas. Veremos como escrever uma
prova (e uma refutacao) de inclusoes e igualdades entre conjuntos e também de generalizagoes
de implicacoes e de generalizagoes de bi-implicagoes.

2.1 O problema de provar uma inclusao

Sejam A e B conjuntos definidos por propriedades. Considere que A e B sao tais que
sabemos que A é um subconjunto de B. Queremos justificar este fato, de modo que qualquer
pessoa que tenha davida sobre se A C B, fique convencida de que, de fato, A C B. Como
isto pode ser feito?

Primeira ideia

Sejam A e B conjuntos definidos por propriedades. Para justificar que A C B, basta
fazer o seguinte:

1. Pegar um elemento “genérico” do universo.
2. Supor que esse objeto satisfaz a propriedade que define o conjunto A.
3. Explicar por que ele satisfaz a propriedade que define o conjunto B.

Se voce fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matematica, vao considerar
que A esta, de fato, contido em B.

Quando falamos acima em pegar um elemento “genérico” do universo, queremos dizer
que vamos pegar um elemento do universo e nao vamos usar nenhuma informacao sobre ele
além das propriedades desse elemento que ele compartilha com todos os outros elementos do
universo. Em seguida, ao supor que ele pertence ao conjunto A, vamos considerar também
propriedades desse elemento que ele compartilha com todos os outros elementos de A. Para
nao gerar um mal entendido, usamos uma letra (usualmente chamada de waridvel) para
representar esse elemento do universo, ao invés de usar o nome desse elemento. Assim,
diminui o risco de usar alguma propriedade que esse elemento possui mas nao compartilha
com todos os outros, sem querer.

O que descrevemos acima é um combinagao de dois métodos de prova, o Método da
Generalizagao e o Método da Suposicao. Escrevemos um livrinho sobre métodos de prova
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para um minicurso no II Coléquio de Matematica da Regido Sul [1], que indicamos para quem
quiser entender melhor o assunto. O Método de Generalizacao é apresentado no Capitulo 7
e o Método da Suposicao é apresentado no Capitulo 6. Aqui vamos nos concentrar em usar
os métodos.

Pondo a ideia em pratica

Dados o conjunto A = {x € N* : x é miltiplo de 4} e o conjunto B = {x € N* :
x é multiplo de 2}, temos que A C B? Estamos convencidos que sim? Vamos justificar
isto?

A justificativa de que uma inclusao é verdadeira é chamada uma prova da inclusao. Um
esbogo da prova de que

{zeN": z é multiplo de 4} C{zx €N : x é multiplo de 2}

é o seguinte:

Um multiplo de 4 é da forma 4k.
Sabemos que 4k = 2(2k).
Assim, 4k é multiplo de 2.

Como redigir uma prova de uma inclusao

Dados os conjuntos A e B, tais que A C B, a prova da inclusao deve seguir o seguinte
modelo de redacao:

1. Escreva |Prova: | ao iniciar a prova.
2. Escreva |Seja x € U.| ou qualquer frase contendo a mesma informacao, onde U ¢é o

universo usado na apresentacao dos conjuntos A e B.

Escreva ‘ Suponhamos que x € A.|ou qualquer frase contendo a mesma informacao.

Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que x € B.

Escreva ‘Logo, x € B.|ou qualquer frase contendo a mesma informagcao.

o ot e W

Escreva B para terminar a prova.

Transformando o esboco em uma prova

Prova:

Seja x € N*.

Suponhamos que z € A = {x € N* : z é multiplo de 4}.
Dai, x é um multiplo de 4.

Assim, x = 4k, onde k € N.

Portanto, z = 2(2k) e 2k € N.

Consequentemente, x ¢ um miultiplo de 2.

Logo, x € B = {z € N* : z é multiplo de 2}. m

Exercicio 1 Prove que o conjunto C = {x € N* : x é divisivel por 6} € subconjunto de
D = {z € N*: x € par e divisivel por 3}.
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2.2 Refutacoes de inclusoes

Sejam A e B conjuntos definidos por propriedades. Considere que A e B sao tais que
sabemos que A nao é um subconjunto de B. Queremos justificar este fato, de modo que
qualquer pessoa que tenha duvida sobre se A C B, fique convencida de que, de fato, A € B.
Como isto pode ser feito?

Primeira ideia

Sejam A e B conjuntos definidos por propriedades. Para justificar que A € B, basta
fazer o seguinte:

1. Encontrar um elemento especifico em A, ou seja, um objeto que satisfaz a propriedade
que define A.

2. Explicar por que ele nao satisfaz a propriedade que define B.
Se voce fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matematica, vao considerar

que o conjunto A, de fato, nao esta contido no conjunto B.

Pondo a ideia em pratica

Dados os conjuntos A={z € N* : z é multiplo de 2} e B={z € N*: z é multiplo de 4},
temos que A C B? Estamos convencidos de que nao? Vamos justificar isto?
Refutando uma inclusao

A justificativa de que uma inclusao nao é verdadeira é chamada uma refutacao da inclusao.
Um esboc¢o da refutacao de que

{zeN": z é multiplo de 2} C{xeN" : x é multiplo de 4}

é o seguinte:

‘ 2 é um multiplo de 2, mas 2 nao é um multiplo de 4. ‘

Como redigir uma refutagao de uma inclusao

Dados os conjuntos A e B, tais que A € B, a refutacao da inclusao deve seguir o seguinte
modelo de redacao:

1. Escreva ‘ Considere a € A. \, onde a é um elemento especifico de A.

2. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que .

3. Escreva ‘Assim, A B. ‘ para terminar a refutacao.

Observe que a refutacao de uma inclusao nao recebe o mesmo status de uma prova: nao
escrevemos “Prova:” e nem escrevemos “H”.
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Transformando o esbogo em uma refutagao

Considere 2 € A = {z € N* : z é miltiplo de 2}.
Observe que 0 < 2 < 4.

Portanto, 2 nao é um multiplo de 4.

Logo, 2 ¢ B = {z € N* : z é multiplo de 4}.
Assim, A € B.

Exercicio 2 O conjunto C = {x € N* : x € diisivel por 3} nao é subconjunto de D = {z €
N* : x é divisivel por 6}. Justifique.

2.3 Provas de igualdades

Sejam A e B conjuntos definidos por propriedades. Considere que A e B sao tais que
sabemos que A é igual a B. Queremos justificar este fato, de modo que qualquer pessoa que
tenha duvida sobre se A = B, fique convencida de que, de fato, A = B. Como isto pode ser
feito?

Primeira ideia
Dados dois conjuntos A e B, ja vimos que os enunciados seguintes sao equivalentes:
e A=DB.,e
e ACBeBCA.

Esta observacao pode ser convertida em um método para a prova de que dois conjuntos
dados sao iguais, baseado na maneira como provamos inclusoes.

Vamos considerar o caso em que A e B sao conjuntos definidos por propriedades. Neste
caso, para justificar que A = B, basta fazer o seguinte:

1. Provar que A C B, ou seja:

(a) Pegar um objeto genérico no universo usado para definir os conjuntos A e B.
(b) Supor que esse objeto satisfaz a propriedade que define o conjunto A.

(¢) Explicar por que ele satisfaz a propriedade que define o conjunto B.
2. Provar que B C A, ou seja:

(a) Pegar um objeto genérico no universo usado para definir os conjuntos A e B.
(b) Supor que esse objeto satisfaz a propriedade que define o conjunto B.
(¢) Explicar por que ele satisfaz a propriedade que define o conjunto A.
Se voce fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matematica, vao considerar

que, de fato, A = B. (Como vocé talvez estivesse esperando, a prova de uma igualdade é a
prova de duas inclusoes.)

Exercicio 3 Dados os conjuntos C = {x € N* : x é divisivel por 6} ¢ D = {z € N* :
x € par e é divisivel por 3}, prove que C' = D.
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Problema 2.1 1. Elabore e descreva um critério, baseado nos critérios anteriores, de
como refutar uma igualdade entre dois conjuntos dados.

2. Use o critério elaborado para justificar o fato de que os conjuntos E = {x € N
22 —200+91=0} e F={x €N : x € primo} nao sdo iguais.

2.4 Provas de generalizacoes de implicagoes

Sejam A e B conjuntos. Afirmar que A C B é o mesmo que afirmar que:

‘para todo x, se x € A, entao x € B‘

ou, de maneira genérica, o mesmo que afirmar que:

‘para todo x, se x é P, entao x é Q‘

(onde P e ) sdo propriedades.)
Uma generaliza¢gao de uma implicagao é um enunciado que pode ser reescrito na forma:

‘para todo z, se x é P, entao x é Q‘

Enunciados desse tipo sao chamados de generalizacao pela presenca do “para todo” e sao a
generalizacao de uma implicacao pela presenca do “se...entao”. Na linguagem Matematica,
o “para todo” é um quantificador, conhecido como quantificador universal, e o “se...entao”
é um conectivo. Conectivos juntam enunciados, formando enunciados novos. Os enunciados
formados pelo conectivo “se...entao” sao chamados de implicagoes. Dizemos que “x é P” é
o antecedente e “x é ()7 é o consequente da implicacao “se x é P, entao = é Q7.

Exemplo 2.1 Os enunciados a sequir sao generalizacoes de implicacoes.

(a) toda fungdo continua é diferenciavel
(b) todo natural é real
(c) cada nimero possui um fator primo
(d) os nimeros sdo todos inteiros
Problema 2.2 1. Reescreva os enunciados do exemplo anterior na forma
para todo z, se x é P, entdo = é ()
2. Reescreva o sequinte enunciado como uma generalizagao de uma implica¢ao:

um nuimero é impar caso ele seja primo e maior do que 2

O problema de provar uma generalizacao de implicagao

Tudo o que fizemos até agora pode ser adaptado para a prova de generalizagoes de
implicagoes, independente de elas estarem diretamente associadas a inclusoes. Seja:

para todo z, se x é P, entdo = é ()

uma generalizacao de uma implicagao que sabemos ser verdadeira. Queremos justificar este
fato, de modo que qualquer pessoa que tenha duvida sobre se:

para todo z, se © é P, entdo = é ()

é verdadeira fique convencida de que, de fato, ela é. Como isto pode ser feito?
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Primeira ideia
Para justificar que:
para todo z, se © é P, entdo = é ()
basta fazer o seguinte:
1. Pegar um objeto genérico em um universo apropriado.
2. Supor que esse objeto satisfaz a propriedade P.
3. Explicar por que esse objeto satisfaz a propriedade Q).

Se voceé fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matematica, vao considerar
que, de fato, o enunciado

para todo z, se x é P, entdo x é ()

¢é verdadeiro.

Como redigir uma prova de uma generalizacao de implicacao
Dada uma generalizacao de implicagao
para todo z, se x é P, entdo = é ()

a prova de que ela é verdadeira deve seguir o seguinte modelo de redacao:

1. Escreva | Prova: | ao iniciar a prova.

2. Escreva ’ Seja z um elemento do universo U. | ou qualquer outra frase contendo a mes-
ma informacao.

3. Escreva ’ Suponhamos que x é P.|ou qualquer outra frase contendo a mesma informa-
Gao.

4. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que z é ().
5. Escreva ou qualquer outra frase contendo a mesma informacao.
6. Escreva B para terminar a prova.
Uma opcao de modelo de redacao da prova de uma generalizagao de implicagao
para todo z, se x é P, entdo = é ()
que pode ser usada quando nao queremos explicitar o universo de discurso, é a seguinte:

1. Escreva |Prova: | ao iniciar a prova.

2. Escreva ‘ Seja x tal que x é P. ‘ ou qualquer outra frase contendo a mesma informacao.

3. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que x é Q.

4. Escreva | Logo, x é (). | ou qualquer outra frase contendo a mesma informacao.
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5. Escreva B para terminar a prova.

Exercicio 4 Prove as sequintes generalizacoes de implicagoes:
(a) Para todo z, se x é par, entdo 2 é par.
(b) Para todos a e b, se 3 divide a e 3 divide b, entdo 3 divide a + b.

(c) A soma de ndmeros pares é um ndmero par.

Problema 2.3 1. Elabore e descreva um critério, baseado nos critérios anteriores, de
como refutar uma generaliza¢dao de implicagado.

2. Use o critério elaborado para justificar o fato de que o sequinte enunciado é falso:

Toda poténcia de nlimeros irracionais é um numero irracional.

2.5 Provas de generalizacoes de bi-implicagoes

Sejam A e B conjuntos. A igualdade A = B pode ser reescrita do seguinte modo:
para todo z, temos que x € A se, e somentese, x € B
ou, de maneira genérica, como
para todo x, temos que x é P se, e somente se, x é ()

Uma generalizagao de uma bi-implicagao ¢ um enunciado que pode ser reescrito na forma

para todo x, temos que x é P se, e somente se, x é ()

Na linguagem Matematica, o “se e somente se” é um conectivo. Enunciados formados
pelo uso desse conectivo sao chamados de bi-implicacoes.

O problema de provar uma generalizagao de bi-implicagao

O que fizemos anteriormente pode ser adaptado para a prova de generalizagoes de bi-
implicagoes, independente de elas estarem diretamente associadas a igualdades. Seja

para todo x, temos que x é P se, e somente se, x é ()

uma generalizacao de uma bi-implicagao que sabemos ser verdadeira. Queremos justificar
este fato, de modo que qualquer pessoa que tenha duvida sobre se o enunciado

para todo x, temos que x é P se, e somente se, x é ()

é verdadeiro fique convencida de que, de fato, ele é um enunciado verdadeiro. Como isto
pode ser feito?
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Primeira ideia

Como voceé ja deve estar esperando, a prova da generalizacao de uma bi-implicagao é
simplesmente a prova de duas generalizacoes de implicagoes. Para justificar que

para todo x, temos que x é P se, e somente se, x é ()

basta fazer o seguinte:
1. Provar que “para todo z, se x é P, entao x é )7, ou seja:

(a) Pegar um objeto genérico em um universo apropriado.
(b) Supor que esse objeto satisfaz a propriedade P.
(¢) Explicar por que ele satisfaz a propriedade Q.

2. Provar que “para todo x, se x é (), entao x é P”, ou seja:

(a) Pegar um objeto genérico em um universo apropriado.
(b) Supor que esse objeto satisfaz a propriedade Q.

(c) Explicar por que ele satisfaz a propriedade P.

Se voce fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matematica, vao considerar
que, de fato, o enunciado

para todo x, temos que x é P se, e somente se, x é ()

é verdadeiro.

Problema 2.4 1. Elabore e descreva um critério, baseado nos critérios anteriores, de
como refutar uma generalizagao de bi-implicacao.

2. Use o critério elaborado para justificar o fato de que o sequinte enunciado € falso:

Um ndmero é primo se, e somente se,
os unicos divisores dele s3o o 1 e ele mesmo.

2.6 Exercicio resolvido
(I) Verdadeiro ou falso? Justifique.

1. Para todos os conjuntos A, Be (C,se AC Be BCC,entao ACC.
(Transitividade de C)

2. Para todos os conjuntos A, Be C,se AC Be BZ C,entao AZ C.
(IT) Prove que a soma de impares € par.

- RESOLUCAO -
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(D
1. Resposta: Verdadeiro.

Prova:
Sejam A, B e C' conjuntos em um universo U.
Suponhamos que A C B (1) e BC C (2).
Seja x € U.
Suponhamos que x € A.
Dai e de (1), temos que x € B.
Dai e de (2), temos que x € C.
Logo, ACC. m

2. Resposta: Falso.

Justificativa: Considere os conjuntos A = {a, e, i,0,u}, B = {x : x é digito ou letra} =
{0,1,2,...,9,a,b,¢,...,2} e C ={x:x életra} = {a,b,c,...,z}.

Sabemos que A C B, pois toda vogal é uma letra (e, portanto, é um digito ou uma
letra). Sabemos também que B Z C, pois1 € Be 1l ¢ C.

Mas A C C, pois toda vogal é uma letra.

(1)
Para todo niimero natural z, se x é soma de ntimeros naturais impares, entao = é par.
Prova:
Seja x um ndmero natura.
Suponhamos que x é soma de nimeros naturais impares.
Dai, x = n 4+ m, onde n e m sao nimeros naturais impares.

Como n e m sao nimeros naturais impares, temos que n = 2a + 1 e m = 2b+ 1, onde
a e b sdo numeros naturais.

Dai, z = (2a+ 1)+ (2b+1)=2a+2b+2=2(a+b+1).
Como a e b sao numeros naturais, temos que a + b+ 1 é nimero natural.

Logo, x é par. m

2.7 Exercicios de fixacao e revisao

1. Considere os conjuntos

A ={z € N:z é miltiplo de 4},
B ={z € N:xépar},
C = {x € N: z é divisivel por 3 e é par},
D = {z € N : z ¢ divisivel por 6}.
Responda e justifique:
(a) ACB? (b)BCA? (¢c)CCD? (dDCC? (e)C=D?
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2. Verdadeiro ou falso? Justifique.

(a) Os divisores de 24 sdo nimeros pares.

) Todo muiltiplo de 3 é impar.

(c) A soma de ntimeros pares é um nimero par.
)

Para todos os ntimeros naturais a, b, ¢, se b é multiplo de a e ¢ é multiplo de a,
entao be é multiplo de a?.

(e) Para todos os niimeros naturais a, b, ¢, se bc é miltiplo de a, entao b é miltiplo de
a e ¢ é multiplo de a.

3. Verdadeiro ou falso? Para todos os conjuntos A, B, e C"

(a) Se AC Be BC(C,entao ACC.
(b) Se AC Be(C C B,entao A C C.
(c) SeACB, BC(CeCCA entao A=B=0C.

Justifique suas respostas.
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Capitulo 3

Método de Prova por Inducao

Neste capitulo, apresentamos o Método de Prova por Inducao. O Método de Prova
por Indugao é adequado para provar casos particulares de inclusao de conjuntos. Quando
queremos provar que A C B e A é o conjunto dos nimeros naturais, podemos usar esse
método de prova.

3.1 Igualdade de Gauss

Vamos iniciar com um exemplo. Dados o conjunto A = N* e o conjunto

JEENS

B:{nEN*:1+2+-~—|—n: 5

sabemos que A C B. Se tentarmos fazer a prova da forma como discutimos anteriormente,
nossa tentativa teria o seguinte formato:

Prova:
Seja n um numero.
Suponhamos que n € N*,

Vadddddddddddddddddddddddddddddddddds

Porque 14+2+---4n=
Vaddddddddddddddddddddddddddddddddads

Logo,ne B. 1

Precisamos de uma boa ideia para explicar porque essa igualdade vale para qualquer
nimero natural ndo nulo. Diz a lenda que o grande matemético Carl Friedrich Gauss (1777
1855), foi apresentado a essa questao na escola, quando crianga, teve uma boa ideia e elaborou
a seguinte prova:
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Prova (atribuida a Gauss, £+ 1787):
Seja n € N*.
Somando de 1 até n duas vezes, de um jeito esperto, temos:

m+1)+Mn+1)+n+1)+ -+ +(n+1)+(n+1)
Assim, 2(1+2+---4+n) =n(n+1).
1
E,portanto,1+2+...+n:%'

Logo,ne€ B. 1

3.2 A estrutura dos naturais

O conjunto N possui uma certa estrutura. Os naturais sao formados a partir de 0, por
aplicagoes sucessivas da operacao +1.

+1 41 41 41 +1 41 41
R W YW W SN TN TN
0 1 2 3 n n+l

Esta estrutura nos leva a um novo método para a prova de inclusoes N C A.

3.3 O método de indugao matematica

Se queremos provar que N C A ou, dizendo de outra forma, queremos provar que
para todo =, se z € N, entdo z é P
onde P é a propriedade que define A, basta fazer o seguinte:
(B) Mostrar que P vale para o primeiro nimero natural, ou seja, mostrar que 0 é P.

Em seguida, mostrar que, se um determinado nimero natural possui a propriedade P,
entao o nimero natural seguinte também possui a propriedade P. Ou seja:

(H) Supor que n é P, para um determinado niimero natural n.

(P) Mostrar que n + 1 é P, usando o fato de que n é P.

Provando generalizagoes da forma “para todo z, se x € N, entdo x é P”
Dada uma propriedade P, a prova de que
para todo z, se z € N, entdo z é P

pelo método de indugao matemaética deve seguir o seguinte modelo de redagao:

1. Escreva | Prova (por indugao em z): | ao iniciar a prova.

2. Escreva | Base: |.

3. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que 0 é P.
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4. BEscreva

‘Hipétese: Suponhamos que, para um certo natural x, temos que = é P.

ou uma outra frase contendo a mesma informacao.

5. Escreva | Passo: |.

6. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que = + 1 é P.

7. Escreva ‘ Logo, = é tal que x + 1 é P.|ou uma outra frase contendo a mesma informa-
Gao.

8. Escreva B para terminar a prova.

Um exemplo

Usando o método de indugao matematica, vamos provar que, para todo natural x, temos
que

3x+1 -1
3°+31+32+---+3$:T,
ou seja, vamos provar que
3:(:+1 -1
para todo z, se z € N, entdo 3° + 3 ... + 3% = —

Nesse exemplo, P é a propriedade de a soma das poténcias de 3 anteriores a n-ésima poténcia
ser igual a metade de 3" — 1. Ou seja: Assim:

3zt —1

xéP 30—0—31+32_|_..._|_3sz
Assim: o
06P : 30:—2_

3(x+1)+1 -1

2

Vejam como ¢é simples a prova, usando o Método de Prova por Inducao. Nao precisamos
ter nenhuma grande ideia, apenas fazer algumas manipulacoes aritméticas. E nao ¢é dificil
saber quais manipulagées usar, olhando o que temos (na hipdtese de indugao) e olhando
onde queremos chegar (no passo).

r+16P : 3043 +324+ ...+ 37+ 3" =
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Prova (por indugao em z):
Base:
Temos que 3° = 1.

30t —-1 3-1 2
Além disso, = =—-=1.
0112 2 2
Logo, 3° = T_
Hipotese:
Suponhamos que, para um certo natural z, temos que 3° + 3! +
3:c+1 —-1
g 3= -
* 2
Passo:

Pela hipétese de inducao, temos que

3x+1 -1

3043+ 33 = TJFSHI
_ 3x+1_1+2_3w+1
N 2
3.3t
N 2
3(x+l)+l_1
= —F
3(m+1)+1_1
Logo, 3 +3' + -+ +3* 4+ 3" = — — =

A estrutura de N

Dado a € N, o conjunto {z € N : z > a} possui uma estrutura analoga a estrutura de N.
Os naturais maiores ou iguais a um certo valor a sao formados a partir de a, por aplicacoes
sucessivas da operacao +1.

+1 +1 +1 +1 +1 +1
a (a+1) (a+2) e (a+n) (a+n+1) X

Essa analogia nos permite utilizar o método de indugao matemaética para a prova de gene-
ralizagoes “para todo natural x, se x > a, entdo x é P”. Se queremos provar que

para todo natural  maior ou igual a a, temos que = é P
basta fazer o seguinte:
(B) Mostrar que a possui a propriedade P, isto é, provar que a é P.

Em seguida, mostrar que, se um determinado nimero natural n maior ou igual a a possui
a propriedade P, entao o niimero natural seguinte também possui a propriedade P. Ou seja,

(H) Supor que n é P, para um determinado nimero natural n tal que n > a.

(P) Mostrar que n + 1 é P, usando o fato de que n é P.
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Exercicio 5 Usando o método de indugcao matemdtica, prove que

x(x—l—l).

para todo natural x,sex > 1,entao 1 +2+ -+ = 5

3.4 Inducao forte

79

O método de indugao pode ser formulado de outra maneira, chamada de “Indugao forte”:
se queremos provar que

para todo natural  maior ou igual a a, temos que = é P
basta fazer o seguinte:
(B) Mostrar que a possui a propriedade P, ou seja, mostrar que a é P.

Em seguida, mostrar que, se todos os naturais k entre a e n possuem a propriedade P,
entao n + 1 também possui a propriedade P. Ou seja:

(H) Supor que, para todo k € N, se a < k <n, entdo k é P.

(P) Mostrar que n + 1 é P, usando a hipdtese de indugao, ou seja, usando o fato de que
para todo k€N, se a < k < n, entao k é P.

Exercicio 6 Prove que todo niumero natural maior ou iqual a 2 pode ser escrito como produto
de niumeros primos.

Para quem quer mais

O livrinho do Prof Abramo Hefez [2] apresenta o Principio de Indugdo Matemética e
véarios exemplos de aplicagao desse principio. A leitura do Capitulo 1, Segao 1.1 (até a
pégina 14, gabarito na péagina 83) ¢é especialmente recomendada. O Capitulo 8 do livro [I]
apresenta a inducao matematica no contexto dos métodos de prova.

3.5 Exercicio resolvido

Prove por inducao que:

n(3n —1)

(a) Paratodon € N* temosque 1 +4+7+---4+ (3n —2) = 5

(b) Para todo n € N* se n > 7, entao n! > 3".
(c) Para todo n € N*, temos que 6 divide n® — n.

- RESOLUCAO -
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(a) Prova (por indugao em n):
1(3-1—-1 3—1 2 1(3-1—-1
Base Sabemos que ( 5 ) =5 =5= 1. Logo, 1 = %

Hipétese Suponhamos que, para um certo natural n, temos que

n(3n —1)

1+44+7+-+Bn—-2) = 5

Passo Pela Hipotese de indugao, temos que:
14447+ +@Bn—2)+Bn+1)-2) =

n(3n —1)

5 +Bn+1)-2) =

3n?—n N 23(n+1) —2)
2 2

3n?—n+6(n+1)—4

2
N> —n+6n+6—4 B
5 —
3n%+5n+2

2

Além disso:
m+1)B(n+1)-1)

2

(n+1)Bn+3-1)
2

(n+1)(3n + 2)
2

N2 +2n+3n+2
2

3n? +5n+2
—
(+DEE+) -1

Logo, 1 +4+ 7+ -+ Bn—-2)+B(n+1)—2) = 5

(b) Prova (por indugao em n):

Base Sabemos que 140 > 81 e 4 > 3.
Logo, 140-4-3-3>81-3-3-3.
Logo, 14-10-4-3-3 > 3*. 33
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Logo,2-7-2-5-4-3-3> 37
Logo, 7-2-5-4-3-6 > 3.
Logo, 7-6-5-4-3-2> 3.
Logo, 7-6-5-4-3-2-1> 37
Logo, 7! > 37.

Hipotese Suponhamos que, para um certo natural n > 7, temos que n! > 3".

Passo Pela Hipdtese de inducao, temos que n > 7 e n! > 3.
Como n > 7, temos que n + 1 > 8. Dai, n+1 > 3.

Como n+ 1> 3 en! > 3" temos que (n+ 1)n! > 3-3™
Mas (n+1)n! = (n+ 1)l e 3-3" = 3"+,

Logo, (n+1)! > 3" m

(c) Prova (por inducao em n):
Base Sabemos que 03 —0=0—0=0=6-0. Logo, 6 divide 0> — 0.
Hipdtese Suponhamos que, para um certo natural n, temos que 6 divide n® — n.

Passo Sabemos que:

(n+13—(n+1) =
n+3n*+3n+1-n—-1 =
n—n+3n*+3n+1-1 =

(n® —n) + 3(n* +n).

Pela Hipétese de inducao, temos que n® —n = 6a, com a € N.

Logo, (n+1)* — (n+ 1) = 6a + 3(n* + n).

Pelo Lemdl| temos que n? 4+n = 2b, com b € N.

Assim, (n+1)3 — (n+1) = 6a + 3(20) = 6(a + b), com a + b € N.
Logo, 6 divide (n+1)* — (n+1). m

Lema Para todo n € N*, temos que 2 divide n? + n.

Prova (por inducao em n):

Base Sabemos que 02 +0=0+4+0=0=2-0. Logo, 2 divide 02 + 0.

Hipétese Suponhamos que, para um certo natural n, temos que 2 divide n? + n.

Passo Sabemos que:
(n+1)?+(n+1) =
n4+2n+14+n+1
nf+n+2n+2 =
(n* +n)+2(n+1).

Pela Hipétese de inducao, temos que n? +n = 2¢, com ¢ € N.
Logo, (n+ 12+ (n+1)=2c+2(n+1)=2(c+n+1), com c+n+1eN.
Logo, 2 divide (n+1)2+ (n+1). m

'O Lema esté provado logo em seguida.
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3.6 Exercicios de fixagao e revisao

1. Prove por inducao que, para qualquer natural n:

: 1
(a)1+2+3+---+n:%.
(b) 20 421 422 ...y 27 =2+
(© [ S n -
C) —m—= —_— = com n .
1-2 2.3 n-(n+1) n+4+1’ -

() 0-14+1-242-3++n-(n+1)= "'("H;'("H).
() P+22 43+ +n*=(1+2+3+---+n)>
(Neste item, vocé pode usar o resultado do item @
(f) 2n+1 < n? com n > 3.
(g) n? < 2" comn > 5.
(Neste item, vocé pode usar o resultado do item .

(h) n! > n? comn > 4.

n3 —n é multiplo de 6.

§
(k

Dica — nos itens |11, |11 e |1k, reescreva a informacao dada no formato de uma igualdade
Jl

(para ficar mais facil de manipular a informagdo). Lembre que, dados a e b nimeros

naturais, dizer que a divide b € o mesmo que dizer que b € divisivel por a ou que b €

multiplo de a, ou seja: ’a divide b quando b = ac, para algum c € N.‘

)

(i) n? + n é divisivel por 2.
)
)

3 divide n* — 4n?.

Provas por Indugao no Célculo (ou na Anélise)
Prove por inducao que:
1. Para todo a € R, se a > —1, entao para todo n € N, temos que:
(I1+a)">1+na.
(Desigualdade de Bernoulli)

2. Para todo a € R, se a # 1, entao para todo n € N*, temos que:

2 3 ne1_ 0" —1
l+a+a"+a’+---+a" " = .
a—1
3. Para todo a € R, se a > 1, entdo a sequéncia (a,a? a3, ...,a",...) é limitada inferior-
mente.
. 111 1 , ,
4. A sequéncia Ty g ¢ monotona decrescente.
5. Para todo a € R, se a > 1, entdo a sequéncia (a, a, Ja, ..., {/a,...) é mondtona

decrescente e limitada.
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6. Para todo a € R, se 0 < a < 1, entao a sequéncia
(a', a' +a*, a*+a*+a*, ..., a' +ad*+a*+---+ad",..)
é monotona crescente e limitada.

7. A sequéncia

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ﬁ’ ﬂ“f“a, ﬂ‘i‘ﬁ-i-g, cee ﬂ—l-ﬁ—l-g-i-"'—l—m,

¢ monotona crescente e limitada.

8. Para todo n € N:

- !
/x”ex de = e" (Z(—l)”_k % : xk) +C.

k=0

Dica:use a sequinte igualdade (que pode ser provada usando integra¢do por partes):

/x"em dx = z"e” — n/x"‘lem dx.

Para os itens @ a@ lembre que uma sequéncia (x1, T2, T3, ..., Ty, ...) de nimeros reais €

limitada inferiormente quando existe ¢ € R tal que, para todo n € N, temos que ¢ < x,;

limitada superiormente quando existe ¢ € R tal que, para todon € N, temos que ¢ > xy;

limitada quando ela € limitada inferiormente e superiormente;

mondtona crescente quando para todo n € N, temos que z, < Tp11;

monotona decrescente quando para todo n € N, temos que T, > Tpiq.
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Capitulo 4

Operacoes com conjuntos

Neste capitulo, iniciamos o estudo das operagoes sobre conjuntos. Vamos falar sobre dois
conjuntos especiais, o conjunto universo e o conjunto vazio, e introduzir as operacoes de
intersecao, uniao e complementacao de conjuntos.

4.1 Conjunto universo

Para definir um conjunto por listagem, devemos utilizar objetos que, supostamente, exis-
tem antes da listagem. Para definir um conjunto por propriedade devemos utilizar um
conjunto que, supostamente, existe antes da definicao por propriedade, e uma propriedade.
Para que nao seja preciso especificar objetos ou conjuntos prévios particulares a cada vez
que usamos esses procedimentos de definicao, admitimos a existéncia de um conjunto tnico
que contém todos os conjuntos que sao necessarios, em um dado contexto.

Definicao 4.1 O conjunto universo, denotado por U, ¢ o conjunto que contém todos os
conjuntos que sao necessdarios, em um dado contexto.

Propriedade basica do conjunto universo

Para todo objeto x, temos que x € U.

4.2 Conjunto vazio

O método de definigao por propriedade afirma que, para qualquer universo U e qualquer
propriedade P(z), o conjunto {z € U : P(x)} existe. Assim, tomando o conjunto N dos
nimeros naturais como universo, o “conjunto” Z = {x € N : z < 0} existe. Mas, como se
pode observar, este “conjunto” nao possui elementos.

Para que o método de definicao por propriedade possa ser aplicado indiscriminadamente,
vamos assumir a existéncia de um conjunto que nao possui elementos.

Definigao 4.2 O conjunto vazio, denotado por @, € o conjunto que ndao possui elementosﬂ.

Um conjunto vazio pode ser definido por varias propriedades. Dados o conjunto A =
{z € Z : x é par e impar} e o conjunto B = {z € N* : x é primo e 24 < x < 28}, temos que
A e B sao vazios. Mas se A e B sao vazios, entao A = B.

10 sfmbolo @, usado para representar o conjunto vazio, é uma letra do alfabeto escandinavo.
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A justificativa desse fato é um pouco sutil, mas vamos a ela: sejam A e B conjuntos
vazios. Nao ha elementos em A que nao estao em B. Nao ha elementos em B que nao estao
em A. Assim, “todos os elementos de A sao elementos de B” e “todos os elementos de B
sao elementos de A”. Logo, A = B.

Propriedades basicas do conjunto vazio

Para todo conjunto A e todo objeto x, temos que:

(O1) Existe um tnico conjunto @.
(02) z & Q.
(03) O C A.

Observe que, em qualquer contexto, para qualquer objeto x, o enunciado xz € @ é falso.

4.3 Relacoes e operagoes

Relagoes atuam sobre objetos, determinando se os objetos estao ou nao interligados de
uma certa maneira. Por exemplo, igualdade (=) e inclusao (C) sao relagdes entre conjuntos,
amizade é uma relacao entre pessoas.

Operagoes atuam sobre objetos, formando objetos a partir de objetos dados. As defini¢oes
de conjuntos por listagem e por propriedades podem ser vistas como operacoes. Defini¢ao
por listagem atua sobre objetos e forma um conjunto. Definicao por propriedade atua sobre
um conjunto e uma propriedade e forma um conjunto.

Vamos, agora, estudar as operacoes mais importantes sobre conjuntos.

4.4 Intersecao

Definigao 4.3 Sejam A e B conjuntos em um universo U. A intersecio de A com B,
denotada por ANB, € o conjunto cujos elementos sao os objetos do universoU que pertencem
a A e a B simultaneamente.

ANB={z€eld : €A e z€ B}
Exemplo 4.1 Dados os conjuntos A ={1,2,3} e B=1{1,3,5,7}, temos que
ANB={1,3),
e dados os conjuntos Zy ={0,1,2,3,4,...} e Z_ ={0,—1,—2,-3,—4,...}, temos que
Z,N7Z_={0}.
Propriedades basicas de N

Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

(N1) Associatividade
AN(BNC)=(AnB)nC.
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(N2) Comutatividade
ANB=BnA.

(N3) Elemento neutro
ANU = A.

(N4) Elemento zero
ANd=9.

(N5) Idempoténcia
ANA=A

(N6) Monotonicidade
Se AC B,entao ANC C BNC.

(N7) ANB C A.

4.5 Uniao

Definigao 4.4 Sejam A e B conjuntos em um universo U. A unidgo de A com B, denotado
por AU B, € o conjunto cujos elementos sao os objetos de U que pertencem a A, os que
pertencem a B e 0s que pertencem simultaneamente a A e a B.

AUB={zxe€eld : €A ou z € B}

Exemplo 4.2 Dados os conjuntos A ={1,2,3} e B=1{1,3,5,7}, temos que
AUB =1{1,2,3,1,3,5,7} = {1,2,3,5,7},

e dados os conjuntos Z, =40,1,2,3,...} e Z_ ={...,—3,—2,—1,0}, temos que

Z,.UZ_={..,-3-2,-1,01,23,..}="L.

Propriedades basicas de U

Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

(U1) Associatividade
AUu(BUC)=(AUuB)UC.

(U2) Comutatividade
AUB=DBUA.

(U3) Elemento neutro
AUD = A

(U4) Elemento zero
AulU =U.
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(U5) Idempoténcia
AUA=A.

(U6) Monotonicidade
Se AC B, entao AUC C BUC(C.

(Ur) AC AUB.

Propriedades relacionando N e U

(NU 1) Distributividade
Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

(NU2) Absor¢ao
AN(AUB) = A.
AU(ANB)=A.

4.6 Complementacao

Definicao 4.5 Seja A C U. O complemento de A, denotado por AL ¢ o conjunto cujos
elementos sao os objetos de U que nao pertencem a A.

A=—{zelU :zgA)

Exemplo 4.3 Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {1,3,5,7}, no universo U =
{1,2,3,4,5,6,7}, temos que

Ab=1{4,56,70 e B'={24,6},

e dados os conjuntos Zy ={0,1,2,3,...} e Z*={...,—=3,-2,—1,1,2,3,...}, no universo
U =17, temos que
7,b={..,-3,-2-1} e 7°¢={0}.

Propriedades basicas de C

Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

(1) Involutividade

At 4
C2) ut = 0.
t3) 0t =u.

(*4) Antimonotonicidade
Se A C B, entao Bt C A,
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Propriedades relacionando ¢, N e U
(DeM) Leis de De Morgan
(AnB)t = AP U BL.
(AUB)t = A®n B,
(def U) Elemento simétrico (da unido)

AUAC =Y.

(def @) Elemento inverso (da interse¢io)

AN AL = @,

4.7* Provas algébricas

Nesta secao, apresentamos uma técnica de redacao de demonstracoes que chamamos
de prova algébrica. Quando provamos enunciados que sao igualdades (ou desigualdades) a
partir de premissas que também sao igualdades (ou desigualdades), podemos apresentar essas
provas na forma de uma prova algébrica. Vamos ilustrar essa técnica de redagao apresentando
provas algébricas de enunciados na Algebra de Conjuntos.

4.7.1 Algebra de conjuntos

O problema da Algebra de Conjuntos é identificar propriedades das operacoes de in-
terse¢ao, uniao e complementacao que podem ser expressas por igualdades e inclusoes.

DADOS:

— Os simbolos:
* Letras maiusculas: A, B,C,..., A, B1,C1,..., A, B,,Cyp, ...
* Simbolos para conjuntos distinguidos: @, U
% Simbolos para operagoes: n,u,t

— Expressoes (bem formadas) envolvendo letras, simbolos para conjuntos distingui-
dos, e simbolos para operagoes.

— Igualdade e inclusoes entre estas operagoes.
PROBLEMA:

— Identificar igualdades e inclusoes que sao werdadeiras para todos os conjuntos
A B,C,...

4.7.2 Provas algébricas

Vamos agora estudar um outro estilo de redacao para demonstragoes de enunciados que
sao generalizacoes de igualdades ou de inclusoes, que chamaremos de prova algébrica. O
estilo de redagao que estudamos inicialmente (e que vamos continuar estudando adiante) sera
chamado aqui de prova discursiva. Uma prova discursiva ¢ o que as pessoas na comunidade
Matematica chamam de prova ou demonstracao: um texto que apresenta argumentos e
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explicacoes de por que um certo resultado matematico é verdadeiro. Nesse sentido, uma
prova algébrica é uma prova, com a diferenca de que segue um certo formato especifico e sé
¢ adequada para justificar generalizagoes de igualdades e inclusoes.

A ideia para a apresentacao de provas algébricas no contexto da Algebra de Conjuntos é
a seguinte:

(1) Escolher um repertério de igualdades e inclusdes que sdo intuitivamente verdadeiras
para todos os conjuntos A, B,C, .. ..

(2) Provar as outras igualdades e inclusoes a partir daquelas listadas em (1), usando as
propriedades basicas da igualdade e da inclusao.

Exercicio 7 Apresente uma prova algébrica das sequintes inclusdao e igualdade:
(a) (AUB) C ABU Bt
() An(BUC)® = (AnBYn(Anch)

Nesse exercicio, em cada item, escreva explicitamente as igualdades e inclusoes que vocé
considerou intuitivamente verdadeiras para todos 0s conjuntos e que vocé usou na prova.
Tente escrever também, explicitamente, as propriedades da igualdade e da inclusao que vocé
considerou “basicas” e que vocé usou na prova.

4.7.3 Igualdades e inclusoes basicas

Igualdades e inclusoes intuitivamente verdadeiras para todos os conjuntos A, B e C:

(B1) Associatividade de N e de U:
AN(BNC)=(AnB)nC
AUu(BUC)=(AuB)UC

(B2) Comutatividade de N e de U:

ANB=BnNA
AuB=BUA

(B3) Idempoténcia de N e de U:
ANA=A
AUA=A

(B4) Elemento neutro de N e de U:
ANU=A
AU =A

(B5) Elemento zero de N e de U:
AND =0
AuvU=U
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(B6) Distributividade de N sobre U, e de U sobre N:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)

(B7) Involutividade de ©:

A = 4

(B8) Leis de De Morgan:
(AnB)t = Abu B
(AUB) = AP B

(B9) Leis de absorgao:
AN(AUB)=A
AU(ANB)=A

(B10) Definigoes de O e U:
ANA =0
AuAt =y

Monotonicidade:
Se BC(C,entao ANBC ANC.
Se BC C,entao AUBC AUC.

(B16) Antimonotonicidade:
Se A C B, entao Bt C AL,

4.7.4 Propriedades basicas da igualdade
Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

(I1) Reflexividade:
A=A

(I2) Simetria:
Se A =B, entao B = A.

(I3) Transitividade:
Se A=Be B=C,entao A=C.
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(I4) Substitutividade:

Se A = B, entao se substituimos qualquer ocorréncia de A por uma ocorréncia de B
em uma expressao C, obtendo uma expressdo que denotamos por C[A < B], temos

que C[A«+ B] CC.
4.7.5 Propriedades basicas da inclusao
Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

(C1) Reflexividade:
ACA.

(C2) Antissimetria:

Se AC Be BC A, entao A= B.
(C3) Transitividade:

Se ACBeBCC,entao ACC.

Exercicio 8 Apresente uma prova algébrica das sequintes igualdades:

(a) (AUB)N B = An Bt

) (ANBY U(BNC) = AU B

Nesse exercicio, em cada item, use apenas as igualdades e inclusoes intuitivamente verda-
deiras para todos 0s conjuntos e as propriedades da tgualdade e da inclusao apresentadas nas
listas anteriores.

4.7.6 Redacgao de provas algébricas

Redagao de provas algébricas de igualdades. Dados os conjuntos A e B, tais que A = B,
uma prova algébrica da igualdade segue o seguinte modelo de redagao:

1. Escreva | Prova (algébrica): | ao iniciar a prova.

2. Escreva
A = () (justificativa 1)
= (O (justificativa 2)
= C; (justificativa 3)
= C, (justificativa n)
= B (justificativan+1) &
onde “(justificativa ¢)” é uma indicagdo de quais propriedades basicas ou hipdteses do

problema justificam a igualdade na linha 7.
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Redacgao de provas algébricas de inclusées. Dados os conjuntos A e B, tais que A C B,
uma prova algébrica da inclusao segue o seguinte modelo de redacao:

1. Escreva | Prova (algébrica): | ao iniciar a prova.

2. Escreva
A C ¢ (justificativa 1)
C Oy (justificativa 2)
C Cs (justificativa 3)
c G, (justificativa n)
C B (justificativan +1) ®

onde “(justificativa ¢)” é uma indicagdo de quais propriedades béasicas ou hipdteses do
problema justificam a inclusao na linha 1.

4.7.7 Exemplos

Exemplo 1. Para todo conjunto A, temos que @ C A.
Prova (algébrica):
@) AN®  (Zeron)
A (B13) u

(Nl

Exemplo 2. Para todos os conjuntos A e B, temos que (AU B) N Bt = An BL,
Prova (algébrica):

(AuB)NnB" = B'n(AUB) (Comutatividade N)
— (B°*nA)U(B'NB) (Comutatividade N)
— (B*nA)u(BNBY  (Distribut. N sobre U)
= (B*nA)uUo (Definigao )
— B'NnA (Neutro N)
= AnBE (Comutatividade N) ™

Exemplo 3. Para todos os conjuntos A e B, temos que A C B se, es6é se, ANB = A.
Prova (algébrica):

(=) (2 A C B (Suposicao)
C BNA (B13)
= ANnB (Comut. N)
(C) AnB C A (B13)
(=) A = ANB  (Suposi¢ao)
= BNA (Comut. N)
C B (B13) ]
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Exercicio 9 Fscreva sua resolu¢ao do Problema 1 e do Problema 2 usando o modelo de

redacao de provas algébricas apresentado na Secao|4.7.0.

4.8 Exercicio resolvido

Prove que:

Para todos os conjuntos A e B, temos que A C B se, e somente se, AN B = A.

- RESOLUCAO - Prova: Sejam A e B conjuntos.

(=) Suponhamos que A C B.

(C) Sejazr e AN B.
Dai, z € Aex € B.
Dai, x € A.
Logo, para todo x, se x € AN B, entao x € A. Ou seja, AN B C A.

(D) Sejaz € A.
Dai, como A C B, temos que x € B.
Logo, x € Aex € B.
Logo, x € AN B.
Logo, para todo z, se x € A, entao r € AN B. Ouseja, AC ANB.

Assim, como ANBC Ae AC AN B, temos que AN B = A.

(<) Suponhamos que AN B = A.
Seja x € A.
Dai, como A= AN B, temos que r € AN B.
Logo, x € Aex € B.
Logo, x € B.
Logo, para todo x, se x € A, entao x € B. Ouseja, AC B. m

4.9 Exercicios de fixagao e revisao

1. Dados os conjuntos A = {1,2}, B = {2,3,4}, C = {{1},{2}}

{{1},4{2},{1,2}}, determine:
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(i) (AnB)U(CND)
2. Dados os conjuntos
A={1,3,5,7}, B={5717,9} e C=1{1,3,9},
determine o conjunto X tal que

AUX=A, BUX=B e CUX=AUB.

3. Determine conjuntos A, B e C' que satisfacam simultaneamente as seguintes condicoes:

AUBUC ={p,q,r,s,t,u,v,z, 2}

ANB={rs}
BnNnC = {s,z}
ANC = {s,t}

AUuC ={p,q,r,s,t,u,v,x}
AUB={p,q,r,s,t,x,z}

4. Dados o universo U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e os conjuntos A = {1,5,7,8,9}, B =
{1,8}, C ={1,5,8,9} e D = {1,7,9}, determine:
C
B nD)yuct, (DnAUB" e (CnDY UB.

5. Seja K o conjunto dos quadrilateros planos. Considere os seguintes conjuntos:
P = {z € K : z tem lados dois a dois paralelos}

L ={x € K : z tem quatro lados congruentes}
Q = {z € K : z tem quatro angulos retos}
R = {z € K : x tem dois lados paralelos e dois angulos retos}

Determine:

6. Prove que:

(a) Para todos os conjuntos A, B e C, temos que A C B e A C C se, e somente se,
ACBNC.

(b) Para todos os conjuntos A, B e C,se AC C, entdio ANB C C.
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* Provas algébricas

1. Apresente provas algébricas de que, para todos os conjuntos A, B e C, temos:

(a) BC AUB.

(b) @ C AU B.

(¢c) ANBC B.

(d) ANBC AUB.

(e) (AUB)® C ALU BC.

(f) An(BUC) = (ANBYYN(ANCE).

(g) (AUB)N B =An B

() (AnBY u(BNC)=ACUB.

(i) Se ACCeBCC,entao AUB CC.
(j) A C B se, e somente se, AUB = B.

e

2. Refaca os outros exercicios desse capitulo e os exemplos utilizando provas algébricas,
quando for adequado.
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Capitulo 5

Prova por Casos e Reducao ao
Absurdo

Neste capitulo, vamos falar sobre dois métodos de prova: o Método de Prova por Casos
e o Método de Redugao ao Absurdo.

5.1 Prova por casos

O Método de Prova por Casos pode ser usado para provar inclusoes da forma AUB C ('
e para desenvolver uma prova onde uma das informagoes dadas é da forma P ou Q.

Enunciados da forma P ou Q, onde P e Q sao enunciados dados, sao chamados de dis-
Juncgoes.

Provando inclusoes AU B C C
Vamos comegar por um exemplo. Dados os conjuntos

A = {x € N : o ultimo algarismo de = é 0},
B = {z € N: o dltimo algarismo de = é 5} e
C = {z € N:z é miltiplo de 5}

temos que AU B C C. Como podemos justificar essa inclusao?
Vejamos: sejam A, B e C conjuntos definidos por propriedades. Para justificar que
AU B C C, basta fazer o seguinte:

1. Pegar um elemento genérico em A U B, ou seja, pegar um objeto que satisfaz a propri-
edade que define A ou que satisfaz a propriedade que define B;

2. Supor que ele satisfaz apenas a propriedade que define A e explicar por que, neste caso,
ele satisfaz a propriedade que define C'.

3. Supor que ele satisfaz apenas a propriedade que define B e explicar por que, neste caso,
ele satisfaz a propriedade que define C.

Se voce fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matematica, vao considerar
que AU B estd, de fato, contido em C'.

Dados os conjuntos A, B e C, tais que AU B C C, a prova da inclusao deve seguir o
seguinte modelo de redacao:
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1. Escreva |Prova: | ao iniciar a prova.

2. Escreva ‘ Sejax € AU B. ‘ ou qualquer frase que contenha a mesma informagao.

3. Escreva |Caso 1) x € A. | ou qualquer frase que contenha a mesma informagao.

4. Explique, tao detalhadamente quanto voceé achar necessario, por que, no caso em que
r € A, temos também que = € C.

5. Escreva | Caso 2) = € B.|ou qualquer frase que contenha a mesma informagao.

6. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que, no caso em que
r € B, temos também que z € C.

7. Escreva ‘ Em qualquer caso, x € C.|ou qualquer frase que contenha a mesma informa-
Gao.

8. Escreva B para terminar a prova.

Exercicio 10 1. Prove que, para todos os conjuntos A, B e C, temos que

AU(BNC)C(AUB)N(AUC).

2. Prove que, para todos os conjuntos A, B e C, temos que

(AUB)N(AUC)C AU(BNC).

3. Prove que, para todos z,y,z € N, se x|y ou x|z, entao z|yz.

5.2 Reducao ao absurdo

O Método de Reducao ao Absurdo pode ser usado para provar inclusoes da forma A C Bt
e para desenvolver uma prova onde um dos enunciados a ser justificado é da forma nao P.
Enunciados da forma nao P, onde P é um enunciado dado, sao chamados de negacoes.

Provando inclusoes A C Bt

Quando queremos provar uma negacao, o que queremos ¢ provar que alguma coisa nao
acontece. F isso nao é muito facil. Vamos observar essa dificuldade (de provar negagoes)
em um exemplo. Imagine que queremos provar que, para todos os conjuntos A e B em
um universo U, temos que, se A C B, entdo B® C AP, Trata-se de uma generalizacao
de implicagao, entao, seguindo o que discutimos no Capitulo [2 nossa primeira ideia seria
estruturar a prova assim:

Prova:
Sejam A, B CU.
Suponhamos que A C B.

Logo, Bt C Al m
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Na tltima linha desse esboco de prova vemos que a conclusao que devemos obter é uma
inclusdo. Para provar essa inclusdo, novamente seguindo o que discutimos no Capitulo [2]
nossa primeira ideia seria continuar o esboco da estrutura da prova assim:

Prova:

Sejam A, B CU.
Suponhamos que A C B.
Seja xz € U.

Suponhamos que x € BE.

Logo, z € AL,
Logo, B® C A*. m

Continuando a olhar para onde queremos chegar, lembramos que x € AL se, e somente
se, r € A. Essa seria, entao, a pentltima linha do nosso esbogo, que ficaria assim:

Prova:

Sejam A, B CU.
Suponhamos que A C B.
Seja x € U.

Suponhamos que x € BE.

Logo, x & A.
Logo, = € AL
Logo, BtC A’ m

Agora deve estar evidente qual é a dificuldade: para completar esse esboco, devemos
conseguir garantir que x nao pertence a A. Nao é facil encontrar estratégias diretas para
obter uma informacao negativa.

O Método de Prova por Reducao ao Absurdo é o ideal nessas situagoes. Essa é a ideia
do método: dados A e B conjuntos definidos por propriedades, para justificar que A C B,
basta fazer o seguinte:

1. Pegar um elemento genérico em A, ou seja, pegar um objeto que satisfaz a propriedade
que define A.

2. Supor que ele satisfaz a propriedade que define B.
3. Explicar por que esta suposicao leva a conclusoes contraditorias.

Se voce fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matemaética, vao consi-
derar que A estd, de fato, contido em BC.

Dados os conjuntos A e B, tais que A C BC, a prova da inclusao deve seguir o seguinte
modelo de redagao:

1. Escreva |Prova: | ao iniciar a prova.
2. Escreva |Seja x € A.|ou qualquer outra frase que contenha a mesma informacao.
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3. Escreva | Suponhamos, para uma contradicao, que x € B.|ou qualquer outra frase que
contenha a mesma informacao.

4. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que esta suposicao nos
bl )
permite tirar conclusoes contraditorias.

5. Escreva ‘Logo, r & B. ‘ ou qualquer outra frase que contenha a mesma informacao.

6. Escreva M para terminar a prova.

Provando igualdades A = O

Outra situacao onde aparece uma conclusao no formato de uma negagao é quando que-
remos provar que determinado conjunto é o conjunto vazio. Por exemplo, imagine que
queremos provar que, para todo A C U, temos que AN A* = @. O conjunto vazio é o
conjunto que nao tem elementos. Para mostrar que um conjunto é vazio, devemos mostrar
que ele nao tem elementos. Novamente, temos uma conclusao negativa. Uma boa ideia,
nesse caso, ¢ usar o Método de Prova por Reducgao ao Absurdo, como segue.

Dado A C U um conjunto definido por propriedade, para justificar que A = ), basta
fazer o seguinte:

1. Pegar um objeto genérico em U.
2. Supor que ele satisfaz a propriedade que define A.
3. Explicar por que esta suposicao leva a conclusoes contraditérias.

Se voce fizer isso corretamente, todas as pessoas, no contexto da Matemaética, vao consi-
derar que , de fato, A = Q.

Dado um conjunto A C U tal que A = ), a prova da igualdade deve seguir o seguinte
modelo de redagao:

1. Escreva |Prova: | ao iniciar a prova.
2. Escreva |Seja x € U. | ou qualquer outra frase que contenha a mesma informacao.

3. Escreva ‘ Suponhamos, para uma contradi¢cao, que z € A.|ou qualquer outra frase que
contenha a mesma informacao.

4. Explique, tao detalhadamente quanto vocé achar necessario, por que esta suposi¢ao nos
permite tirar conclusoes contraditorias.

5. Escreva ‘Logo7 x & A. ‘ ou qualquer outra frase que contenha a mesma informacao.

6. Escreva B para terminar a prova.

Exercicio 11 1. Prove que, para todo A CU, temos que @ C A.

2. Prove que, para todo A CU, temos que U C AU AL
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5.3 Exercicio resolvido

Mostre que:

Para todos os conjuntos A e B, temos que AU Bt C AN Bt

- RESOLUCAO - Prova: Sejam A e B conjuntos em um universo U.

Seja z € AbU B,

(caso 1) z € AL,

Suponhamos, para uma contradi¢ao, que r € AN B.

Dai, temos que x € A e x € B.

Como z € AL, temos que z g A.

Temos uma contradicao: z € A e x & A.
Logo, v ¢ AN B.

Logo, z € AN B

(cASO 2) z € B

Suponhamos, para uma contradicao, que r € AN B.

Dali, temos que v € A ez € B.

Como z € BY, temos que z ¢ B.

Temos uma contradi¢ao: x € B e x € B.
Logo, x ¢ AN B.

Logo, x € AN B,

Em qualquer caso, x € AN Bt
Logo, AbuBtc AN B m

5.4 Exercicios de fixacao e revisao

1. Prove que:

(a) AUB C C, onde A = {x € N : o ultimo algarismo de z ¢ 0}, B = {z € N :
o ultimo algarismo de = é 5} e C'= {z € N : z é multiplo de 5}.

(b) Para todos z,y,z € N, se x|y ou x|z, entdo z|yz.

(d

(e) Para todos a,b € R, temos que |a + b| < |a| + |b|. Desafio!

)

(c) Para todo a € R, temos que |a| = | — al.
) Para todos a,b € R, temos que |ab| = |a| - |b].
)

2. Verdadeiro ou falso? Justifique. Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:
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(f) AU(BNC)=(AUB)N(AUQ).
(g) se A C B, entao Bt C AL,
(h) AN At = 0.

3. Considere a seguinte definigao:

Definicao Sejam A e B conjuntos em um universo U. A diferenca entre A e B € o

conjunto A\NB={recl:x€Aex¢ B}

Verdadeiro ou falso? Justifique. Para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

a) A\ (B\C)C (A\B)\C.

—~

(b) (ANB)\C S A\ (B\C).

(c) A\B=B\A.

(d) AN(BNC)=(A\B)n(A\C).
(e) AU(B\C)=(AUB)\ (AUC).
(f) U\ A= AL,

(8) A\NOD = A

(h) A\A=0.

* Provas algébricas e provas com diagramas numerados

1. Considere a seguinte propriedade basica da operagao de diferenca:
Para todos os conjuntos A ¢ B, temos que A\ B = An B, (Def \)

Apresente provas algébricas de que, para todos os conjuntos A, B e C, temos:

(a) A\ B C A.
(b) O\ A=0.

2. Refaca os outros exercicios desse capitulo e os exemplos utilizando provas algébricas e
provas por diagramas numerados, quando for adequado.

3. Usando diagramas numerados, mostre que:

(a) Para todos os conjuntos A e B, temos que AUB = (A\B)U(ANB)U(B\ A).
(b) Para todos os conjuntos A e B, temos que A\ B = B\ A se, e somente se, A = B.

4. (Desafio) Apresente uma prova discursiva dos enunciados no item

5. (Desafio) Apresente uma prova algébrica dos enunciados no item .
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Capitulo 6

Conjunto das Partes e Antinomia de
Russell

Neste capitulo, falamos sobre a operagao de tomar o conjunto das partes de um conjunto
e sobre a Antinomia de Russell.

6.1 Conjunto das partes

Definicao 6.1 Seja A um conjunto em um universoU. O conjunto das par- tes de A, deno-

tado por P(A), € o conjunto cujos elementos sao os objetos do universo que sao subconjuntos
de A:

PA)={zecld:xC A}

Exemplo 6.1 Dado o conjunto V' = {a,e,i,o,u} das vogais, o conjunto das partes de V
pode ser calculado, de maneira organizada, considerando a quantidade de elementos nos
subconjuntos de V :

(0) subconjuntos de V' sem elementos: O;
(1) subconjuntos de V com 1 elemento (unitdrios): {a}, {e}, {i}, {o}, e {u};

(2) subconguntos de V' com 2 elementos: {a,e}, {a,i}, {a,0}, {a,u}, {e,i}, {e,0}, {e,u},
{i7o}7 {I7u}7 € {o’u}f

(8) subconjuntos de V' com 3 elementos: {a,e,i}, {a,e o}, {a,e,u}, {a,i,0}, {a,i,u},
{a,o,u}, {e,i,o}, {e,i,u}, {e,0,u}, e{i,o,u};

(4) subconjuntos de V' com 4 elementos: {a,e,i,o}, {a,e,i,u}, {a,e,o,u}, {a,i,o,u}, e
{e7i7o7 u}"

(5) subconjuntos de V com 5 elementos: {a,e,i,o,u}.

Como V' tem apenas 5 elementos, nao existem subconjuntos de V' com mais de 5 elementos.
Juntando todos os subconjuntos de V- em um conjunto, temos o conjunto das partes de V :

PV) = { 9, {a}, {e}, {i}, {o}, {u}, {a,e}, {a,i}, {a,0},
{a,u}, {ei}, {e0}, {e;u}, {i,o}, {i,u}, {o,u},
{a,e,i}, {a,e,0}, {a,e,u}, {a,i,0}, {a,i,u}, {a,0,u},
{e,i,o}, {e,i,u}, {e,o,u}, {i,o,u}, {a,e,i,o},

{a,e,i,u}, {a,e,o,u}, {a,i,o,u}, {e,i,o,u}, {a,e,i,o,u} }
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Exercicio 12 1. Calcule o conjunto das partes dos sequintes conjuntos:

(a) A={1}

(b) B ={1,2}

(c) C ={1,2,3}

() D = {1,2,3,4)

(e) E=1
2. Se F' é um conjunto com n elementos, quantos elementos tem P(F')?
3. Considere A = {1,{1,2},0}.

(a) Quantos elementos tem A?
(b) Quantos elementos tem P(A)?
(c) Calcule P(A).

Propriedades bésicas de P(A)

Para todos os conjuntos A, B,C' em um universo U:

(1) AeP(A)

(2) D e P(A)

(3) P(ANB) 777
(4) P(AUB) 777
(5) P

5 ( )???

Exercicio 13 — DESAFIO — Encontre propriedades verdadeiras para todos os conjuntos A e
B para os itens marcados com 777,

Exercicio 14 Considere o universo U = {i,o}.
1. Quantos elementos tem U ?
2. Quantos elementos tem P(U)?
3. PU)CU?

4. Encontre um congunto universo W tal que P(U) C W.

6.2 Antinomia de Russell

Por que é preciso considerar um universo de discurso? Por que nao podemos definir
conjuntos por propriedade simplesmente considerando como definidos os conjuntos formados
pelos objetos que satisfazem uma determinada propriedade? Ou seja, por que nao podemos
usar o Principio da Abstracao?

Principio da Abstragao (Cantor, Frege)
Dada uma propriedade P, existe o conjunto A = {x : P(x)}.
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A razao para enfrentarmos os universos complicados que surgem ao trabalharmos, por exem-
plo, com a operacao de tomar o conjunto das partes é que Bertrand Russell (1872-1970),
matematico britanico, mostrou que o Principio da Abstracao é falso.

O Principio da Abstracao é uma generalizacao de implicagao: “para todo P, se P e uma
propriedade, entdo existe o conjunto A = {z : P(z)}”. Para mostrar que o Principio da
Abstragao é falso, basta encontrar uma propriedade P tal que o conjunto A = {z : P(x)}
nao existe. Russell propos a propriedade de ser um conjunto normal.

Definicao 6.2 Seja A um conjunto. Dizemos que A € normal se A & A. Dizemos que A é
anormal se A nao € normal, isto €, se A € A.

Sao conjuntos normais:

(a) O conjunto dos nimeros naturais.

(b) O conjunto dos alunos desta turma.

(¢) O conjunto dos exercicios da Lista 6.

(d) O conjunto dos livros indicados para estudo nesta disciplina.

Sao conjuntos anormais:

(a) O conjunto de todos os conjuntos.
(b) O conjunto de tudo o que vocé pode pensar.
(¢) O conjunto de todos os conjuntos infinitos.

(d) O conjunto de todos os objetos abstratos.

Vamos examinar o argumento de Russell. Ele usa o Método de Redugao ao Absurdo:
supoe que existe o conjunto definido usando-se a propriedade de ser normal, e chega a uma
contradigao.

Considere o conjunto N = {z : z é um conjunto normal}, isto é, N = {z : = & x}.
Temos que N é normal ou anormal.

(CAso 1) Se N fosse normal, terfamos que N ¢ N, pela definigao de conjuntos normais.
Dai, como N = {z: x ¢ z}, terfamos que N € N, uma contradicao.

(CASO 2) Se N fosse anormal, terfamos que N € N, pela defini¢ao de conjuntos normais.
Dai, como N = {z: x ¢ z}, terfamos que N ¢ N, uma contradicao.

Em qualquer caso, temos uma contradicao. Logo, N nao é um conjunto, ou seja, a
propriedade de ser um conjunto normal (z ¢ x) nao define um conjunto. Portanto, o
Principio da Abstracao é falso.

Principio da Separacao

No desenvolvimento da Teoria de Conjuntos, o Principio da Abstragao foi substituido
pelo Principio da Separagao.

Principio da Separagao (Cantor, Frege)
Dados um conjunto universo U e uma propriedade P, existe o con-

junto A={z el : P(x)}.
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6.3 Exercicio resolvido
Verdadeiro ou falso?

1. Para todos os conjuntos A e B, temos que P(A U B) C P(A) UP(B).
2. Para todos os conjuntos A e B, temos que P(A) UP(B) C P(AU B).

- RESOLUCAO -

1. Resposta: Falso.
Justificativa: Considere o conjunto A = {a} e o conjunto B = {1}.
Temos que P(A) = {D, {a}} e que P(B) = {0, {1}}.
Dai, P(A) UP(B) = {D,{a},{1}}.
Temos também que AU B = {a,1} e P(AUB) = {0, {a},{1},{a,1}}.
Como {a,1} € P(AUB) e {a,1} € P(A)UP(B), temos que P(AUB) € P(A)UP(B).

2. Resposta: Verdadeiro.
Prova:

Sejam A e B conjuntos em um universo U.
Seja X € P(A) UP(B).

(caso 1) X € P(A).

Seja r € X.

Como X € P(A), temos que X C A.

Dai, como = € X, temos que x € A.

Dai, como A C AU B, temos que x € AU B.
Logo, X C AU B.

Logo, X € P(AU B).

(cAaso 2) X € P(B).

Seja x € X.

Como X € P(B), temos que X C B.

Dai, como =z € X, temos que x € B.

Dai, como B C AU B, temos que x € AU B.
Logo, X C AUB.

Logo, X € P(AU B).

Em qualquer caso, X € P(AUB). m

(©) CC BY SA 65 R. de Freitas e P. Viana



Prova do Teorema de Cantor: Uma Introducao a Pratica Matematica

6.4 Exercicios de fixagao e revisao

1. Determine o conjunto das partes de cada conjunto a seguir:

A={a,b}, B={3}, C={{z},y,2}, D=0 e E={0}.

2. Verdadeiro ou falso, justifique. Para A = {(),1,2,{1}}, temos:

(a) {0} € P(A).
(b) {1,{1}} € P(A).
(c) {1,{1}} € P(A).
(d) {{0}} € P(A).
(e) {{0}} € P(A).
(f) {{0,1}} < P(A).
(g) {0,{1},2} € P(A).
(b) {0.{0}} € P(4)
(i) {0,{0}} € P(4)
3. Dado o conjunto E = {1,2,{1,2}}, determine EF N P(E).

4. Prove que, para todos os conjuntos A, B e C, temos:

(a) B e P(A).
(b) A€ P(A).
(¢) P(ANB) = P(A)N P(B).

5. Mostre que nao é verdade que, para todos os conjuntos A e B, temos que P(A\ B) =

P(A)\ P(B).

©) CC BY SA 66 R. de Freitas e P. Viana



Capitulo 7

Relacoes

Neste capitulo, comecamos a falar sobre relacoes. Vamos definir pares ordenados como
conjuntos e definir relagoes como conjuntos de pares ordenados.

7.1 Par ordenado

Todo objeto matematico pode ser considerado um conjunto e, de fato, isto é feito de
maneira precisa na fundamentagao da Matematica baseada em Teoria de Conjuntos. Mas
muitos objetos mateméticos nao se parecem com conjuntos! Sequéncias finitas (pares, ternos,
quadruplas, etc), por exemplo:

(a,a) # (a,a,a) # (a) mas {a,a,a} ={a,a} ={a}

(a,b) # (b,a) mas {a,b} = {b,a}
sea#b sea#b

Definicao 7.1 (Kuratowski, 1921 - Wiener, 1914) Sejam a e b objetos em um universo U.
Dizemos que o par ordenado ab € o conjunto (a,b) = {{a}, {a,b}}, que a é a primeira coorde-
nada do par (a,b), e que b € sequnda coordenada do par (a,b).

Com essa definicao de par ordenado como um conjunto, podemos provar que os pares
ordenados possuem a principal propriedade que distingue conjuntos com dois elementos e
pares ordenados: dois pares sao iguais quando suas primeiras coordenadas sao iguais e suas
segundas coordenadas sao iguais. (Lembre que dois conjuntos sdo iguais quando possuem os
mesmos elementos, nao importando a ordem em que esses elementos aparecem na lista que
define o conjunto, se o conjunto for definido por listagem.)

Teorema 7.1 Para todos a,b,c,d € U, temos que
(a,b) = (c,d) se, e somente se, a =c e b=d.

Exercicio 15 — DESAFIO (DE PACIENCIA) — Prove o Teorema[7.1]
(Lembre que {{a} {a,b}} = {{c}, {c.d}} se, ¢ somente se, {{a}, {a,b}} € {{c}, {c.d}} ¢
{{c} {e.d}} € {{a}, {a,b}}, e que, se{a} € {{c},{c, d}}, entao{a} = {c} ou{a} = {c,d}.)
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7.2 Produto cartesiano

Definigao 7.2 Sejam A e B conjuntos em um universo U. O produto cartesiano de A e B
¢ o conjunto

AxB={(a,b)eU : a€ Aebec B}

Exemplo 7.1 Dados A ={1,2,3} e B ={a,b}, temos que

Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,0)},

B x A={(a,1),(b,1),(a,2),(b,2),(a,3),(b3)},

Ax A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}, e
B x B ={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}.

Considerando a definicao de par ordenado como um conjunto, temos, por exemplo, que

(1,a) = {{1},{1,a}} e, portanto, {{1},{1,a}} € A x B.
Exercicio 16 Considere A e B conjuntos, a € A e b € B. Verdadeiro ou falso?

(a) (a,b) € P(AU B)

(b) (a,b) € P(P(AUB))
(¢) (a,0) € P(P(P(AU B)))
(d) (a,b) € P(P(P(P(AU B))))
(e) Ax Be P(AUB)
(f) Ax BeP(P(AUB))
(9) Ax B e P(P(P(AUB)))
(h) Ax B e P(P(P(P(AU B))))
Propriedades basicas de x

Para todos os conjuntos A, B, C":

(1) Associatividade 777
(2) Comutatividade 777
3) Ax0O=0
(4) Distributividade sobre N 777
(
(

5) Distributividade sobre U 777

)
)
)
)
)
)

6) (4 x B) 777

Exercicio 17 — DESAFIO — Encontre propriedades verdadeiras para todos os conjuntos A e
B para alguns dos itens marcados com 777.

©) CC BY SA 68 R. de Freitas e P. Viana



Prova do Teorema de Cantor: Uma Introducao a Pratica Matematica

7.3 Relagoes

Um programa de computador pode ser visto como um conjunto de pares ordenados, as
entradas e saidas do programa.

\ |

entrada

saida
programa H\

Vamos definir uma relacao como um conjunto de pares ordenados. Varios conceitos ma-
tematicos importantes podem ser vistos como relagoes, como, por exemplo, as relagoes de
igualdade (=), ordem numérica (<), pertinéncia (€), inclusao (C).

a b\L

sim/nao

| relagdo T\

Programas, deterministicos ou nao-deterministicos, podem ser vistos como relagoes. Por
exemplo, um programa que calcula o maximo divisor comum (mdc) entre dois nimeros pode
ser visto como uma relagao que associa, a cada par de nimeros, o seu mdc. Um programa
(ndo deterministico) que calcula um divisor comum de dois niimeros pode ser visto como
uma relacao que associa, a cada par de nimeros, seus divisores comuns.

8 \li 8 \li

12, 12,

4 divisor 2

|  mdc T\ | _comum T\

Definicao 7.3 Sejam A, B, e R conjuntos. Dizemos que R é uma relagio de A em B
quando R C A x B.

Com essa definicao, relagoes sao conjuntos de pares ordenados. Além disso, dados quais-
quer conjuntos A e B, o conjunto () é uma relagdo de A em B e o produto cartesiano A X B
é uma relacao de A em B.

E comum usar uma notacao infiza para representar o fato de que dois objetos a e b estao
relacionados por uma relagao R, ou seja, para representar que (a,b) € R. Na notacao infixa,
escrevemos aRb no lugar de (a,b) € R.
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Exemplo 7.2 Vejamos dois exemplos simples de rela¢io. Considere o conjuntoV = {a,e,i,o,u}
das vogais e F' = {banana, abacaxi,uva}, o conjunto formado por nomes de algumas frutas.

1. A relagao R de V em F que a cada vogal associa nome de fruta no conjunto F' que tem
ocorréncia da vogal pode ser definida por propriedade assim:

R={(z,p) € F x A:x é uma vogal que ocorre em p}
e pode ser definida por listagem assim:
R = {(a, banana), (a, abacaxi), (i, abacaxi), (a, uva), (u,uva)}.
Temos, por exemplo, que a Rbanana mas nao temos e Rbanana nem i R uva.

2. A relagao S de F em F que associa nomes de fruta no conjunto F que possuem duas
letras em comum pode ser definida por propriedade assim:

S ={(p,q) € F X F:p eq possuem duas letras em comum}
e pode ser definida por listagem assim:
S = {(banana, banana), (banana, abacaxi), (abacaxi, abacaxi), (abacaxi, banana)}.

Temos que banana .S abacaxi, pois a palavra banana e a palavra abacaxi possuem as letras
a eb em comum. Como a palavra banana possui (pelo menos) duas letras em comum
com ela mesma, também temos que banana .S banana.

Exemplos importantes de relagoes
(a) = (igualdade)
(b) <, <, > e > (relagdes de ordem usuais nos conjuntos numéricos)

Em N, as relacoes < e < sao usualmente definidas a partir da operacgao de adigao.

Definicao 7.4 Sejam a,b € N. Dizemos que a € menor ou igual a b, denotado por a < b,
quando existe ¢ € N tal que a 4+ ¢ =b.

Definicao 7.5 Sejam a,b € N. Dizemos que a € estritamente menor do que b, denotado
por a < b, quando, existe c € N* tal que a + c = b.

Em R, a relacao < é usualmente definida a partir das operacoes de adi¢ao e de elevar ao
quadrado.

Definicao 7.6 Sejam a,b € R. Dizemos que a € menor ou igual a b, denotado por a < b,
quando existe ¢ € R tal que a + ¢ = b.

Exercicio 18 Defina a relacao < em Z e em Q.
(c) Divisibilidade.

Em N, a relacao de divisibilidade | é usualmente definida a partir da operacao de multi-
plicacao.
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Definigao 7.7 Sejam a,b € N. Dizemos que a divide b, denotado por a|b, quando existe
c €N tal que a-c=D.

Exercicio 19 Defina a relagao de divisibilidade | em Z.
(d) Primos entre si.

Definicao 7.8 Sejam a,b € N. Dizemos que a e b sao primos entre si quando para todo
ceN, secla ec|b, entio c=1.

Definicao 7.9 Sejam a,b € Z. Dizemos que a e b sao primos entre si quando para todo
c€Z, seclaeclb, entioc =1 ouc=—1.

(e) Congruéncia médulo n.

Definicao 7.10 Sejan € N e sejam a,b € N. Dizemos que a e b sao congruentes modulo n,
denotado por a =, b quando a e b possuem mesmo resto na divisao por n.

Notagoes alternativas para a =, b sdo a = b (mod n) e a = b (mod n).

7.4 Dominio e imagem

Definicao 7.11 Seja R uma relagao de A em B. Dizemos que A € o conjunto de partida
ou contraimagem de R e B € o conjunto de chegada ou contradominio de R. O dominio de
R, denotado por DomR, € o subconjunto de A definido por:

DomR = {a € A: (a,b) € R, para algum b € B}.
A imagem de R, denotada por ImR, € o subconjunto de B definido por:
ImR = {b € B: (a,b) € R, para algum a € A}.

Exemplo 7.3 Vejamos alguns exemplos:

1. Dados A ={1,2}, B ={a,b,c} e arelagio R = {(1,a),(1,b),(2,b)} de A em B, temos
que o dominio de R é DomR = {1,2} e a imagem de R é ImR = {a,b}.

2. O dominio da relagao de ‘ser avo-ou-avo de’ € o conjunto de todas as pessoas que tém
netos ou netas. A imagem da relagao de ‘ser avé-ou-avo de’ € o conjunto de todas as
pessoas que sao netos ou netas de alguém. A contra-imagem e o contra-dominio da
relacdo de ‘ser avo-ou-avo de’ pode ser o conjunto de todas as pessoas.

Exercicio 20 Encontre o dominio e a imagem das cinco relagoes listadas na se¢ao anterior
como exemplos importantes de relagao (itens (a), (b), (c), (d), e (¢)).
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7.5 Operacgoes sobre relagoes

Relagoes sao conjuntos. Por isso, nogoes e operacoes usuais sobre conjuntos, como per-
tinéncia €, inclusao C, igualdade =, uniao U, interse¢ao N, e complementacao E, adequam-se
as relagoes. (Apenas lembre-se de que, para a aplicagdo da operagao de complementagao,
deve-se considerar um universo adequado.)

Os objetos que pertencem a uma relagao sao pares ordenados. Existem operacoes espe-
ciais que se aplicam a relagoes, que levam em conta que os elementos das relagoes sao pares
ordenados.

Definigao 7.12 Seja R uma relagio de A em B. A inversa de R € a relag¢ao
R'={(ba) € Bx A : (a,b) € R}.

Ou seja, dados uma relacao R C A x B e objetos a € A e b € B, temos que aR™1b se, e
somente se, bRa.
Vejamos alguns exemplos:

1. Dados A = {1,2}, B = {a,b,c} e arelagdo R = {(1,a),(1,b),(2,b)} de A em B, temos
que a inversa de R é R™' = {(a,1), (b,1), (b,2)}.

2. A inversa da relacao < em N é a relacao >. De fato, dados m,n € N, temos que m < n
se, e somente se, n > m.

3. A inversa da relacao de divisibilidade em N é a relagao de ‘ser um multiplo de’. De
fato, dados a,b € N, temos que a divide b se, e somente se, b ¢ um multiplo de a.

4. A inversa da relacao de ‘ser avo-ou-avd de’ é a relagao de ‘ser-neto-ou-neta de’. De
fato, a é avo ou avo de b se, e somente se, b é neto ou neta de a.

Propriedades bésicas da inversao de relagoées. Para todas as relagoes R e S de um
conjunto A em um conjunto B, temos que:

(1) (R =R

@) (R = (1)

3) (RNS) =R 1NnsS!

(4) (RUS)'=R1tuUS™!

Definicao 7.13 Sejam RC Ax B e S C C x D. A composicao de R com S € a relagao
RoS={(z,2) € Ax D: existey € BNC tal que (z,y) € R e (y,z) € S}.

Ou seja, dadas as relacbes RC Ax Be S CC x D e osobjetosa € Aedée D, temos
que a(R o S)d se, e somente se, aRb e bSd, para algum b € BN C.

Exemplo 7.4 Vejamos alguns exemplos:
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1. Dados os conjuntos A ={1,2,3}, B =1{a,b,c,d,e}, C ={a,e,i,o,u} e D ={x,y,z},
a relagio R = {(1,a),(1,b),(2,b),(3,a),(3,¢),(3,e)} de A em B e a relagio S =
{(a,2),(a,y), (e,y), (i,2)} de C em D, a composi¢io de R com S é

RoS={(1,2),(1,9),3,2),3,9)}

2. A composicio da relagao < com ela mesma em N € propria relacao < em N. De fato,
dados a,b,c € N, se a < b eb<c, entdoa <c; e, sea<c, entao existe b € N tal que
a<beb<c (basta tomar b= a, por exemplo).

3. A composicao da relagcao de ‘ser pai-ou-mde de’ com a propria relagao de ‘ser pai-ou-
mae de’ € a relagao de ‘ser-avo-ou-avo de’. De fato, dadas as pessoas a,b,c, se a é
pai-ou-mae de b e b € pai-ou-mae de ¢, entao a € avo-ou-avo de c; e, se a € avo-ou-avo
de ¢, entdo existe uma pessoa b tal que a € pai-ou-mae de b e b € pai-ou-mae de c.

Propriedades basicas da composigao de relagées. Para todas as relacoes R, de um con-
junto A em um conjunto B, e S e T, de um conjunto C' em um conjunto D, temos que:

Exercicio 21 — DESAFIO — Encontre propriedades verdadeiras para todas as relagoes R, S
e T, para alguns dos itens marcados com 777.

Composicao de funcoes e composicao de relacoes

Ainda nao falamos sobre func¢oes, mas vocé deve ter estudado fungoes e composicao de
funcoes no Ensino Médio. Por isso, imagino alguns questionamentos que vocé poderia fazer:
a composicao de funcoes e a composicao de relagoes sio operacoes diferentes? Mas funcoes
sao relagoes (ainda vamos falar sobre isso)... Como saber se estamos falando da composi¢do
de funcoes ou da composicao de relagoes, se o simbolo ¢ o mesmo? Uma resposta é a
seguinte:

O mais comum é usar letras maitsculas do fim do alfabeto (R, S, T, ...) para denotar
relagoes e letras minusculas do meio do alfabeto (f, g, h, ...) para denotar funcoes (relagoes
que s@o funcionais e totais, como ainda vamos ver). Quando estamos falando apenas de
funcgoes, a notagao usual para a composicao de uma fun¢ao f com uma funcao g é f o g, mas
nesse contexto a definicao de composicao ¢ diferente.

Vejamos um exemplo. Dadas as relagoes R = {(a,|a|) : a € Z} ¢ S = {(a,—a) : a € Z},
temos que Ro S = {(a,—a) :a € Z,} U{(a,a) : a € Z_}. No entanto, se pensamos em R
e S como fungdes e denotamos a relagao R por f e a relagdo S por g, terfamos f(z) = |z|,
g(x) = —z e (fog)(r) = flyg(x)) = f(—x) = | — x| = z, ou seja, fog={(a,a):a€ L}
Veja que (g0 f)(z) = g(f(x)) = g(|z]) = —|x], ou seja, go f = Ro 5.
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Usamos o mesmo simbolo o, mas estamos falando de operagoes de composicao diferentes!
A notacao (letras maidsculas do fim do alfabeto, como R, S e T, para denotar relagoes, e
letras miniusculas do inicio do alfabeto, como f, g e h, para denotar fungoes) ajuda a fazer
alguma distincao entre as operagoes, mas devemos sempre conferir qual é a definicao que
estd sendo usada em um certo contexto.

7.6 Relacoes especiais

Dados A e B conjuntos, temos que () é uma relagdo de A em B, chamada relacao vazia
de Aem B, e A x B é uma relacao de A em B, chamada relacao universal de A em B.

Para todas as relagoes R, de um conjunto A em um conjunto B, e todo conjunto C|
temos que:

Outra relagao especial é a relacao identidade.

Definicao 7.14 Seja A um conjunto. A identidade em A é a relagdo lds = {(a,a) : a € A}.

A relacao identidade em um conjunto A, entao, é aquela que, informalmente, chamamos
de “igualdade” e denotamos por =, restrita aos elementos de A.

Exemplo 7.5 Dado V = {a,e,i,0,u} o conjunto das vogais, temos que

ldy = {(a,a), (e, e), (i,1), (0,0), (u,u)}.

Propriedades bésicas da relagao identidade. Para toda relagio R de um conjunto A em
um conjunto B:

(1) Rolds = R
(2) ldso R =R
(3) (Ida)~ = ld4
(4) ldgy = @
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7.7 Endorrelagoes

E diffcil encontrar propriedades interessantes das operagoes sobre relacoes, principalmente
quando se trata da operagao de composicao. Uma razao para essa dificuldade é a falta de
homogeneidade dos pares que compoem uma relacao R de A em B quando A # B. Vamos,
entao, simplificar um pouco e considerar apenas relacoes de A em B onde A = B.

Definigao 7.15 Seja A um conjunto. Dizemos que R é uma endorrelagao em A quando

RCAxA.

Algebra das endorrelagdes. Para todas as relacoes R, S e T em um conjunto A:
(1) (RoS)oT =Ro(SoT)

(2) Roldgy=1ldgoR=R
(3) RoO=0VoR=0

(4) Ro(SUT)=(RoS)U(RoT)
B) (RNS) =R 1NnS!

(6)

(7)

6) (RUS)'=R1tUuS!
()"
) (7 >—<RE)1

(9) (RoS)t=S5"1oR™!

7

7.8 Grafo de uma relacao

Um grafo (direcionado) é uma estrutura matematica constituida de um conjunto finito
de nds e um conjunto finito de arestas (direcionadas) ligando esses nés. Informalmente,
representamos um grafo desenhando pontos para representar os nos e ligando esses pontos
por tragos para representar as arestas. Para representar um grafo direcionado, usamos setas
no lugar de tragos. No desenho a seguir vemos a representacao de um grafo direcionado com
trés nés e quatro arestas direcionadas.

N

e

Definicao 7.16 Dada uma relacao R em um conjunto finito A, o grafo de R é um grafo
direcionado G[R] cujos nds sao os elementos de A e cujas setas sao os pares em R.

Para desenhar o grafo G[R] da relacdo R sobre um conjunto finito A, fazemos o seguinte:

1. desenhamos um né para cada elemento de A,
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2. desenhamos uma aresta saindo de x e chegando em y para cada par (z,y) de R.

Vejamos um exemplo. Considere o conjunto finito A = {1,2,3,4} e a relaggo R =
{(1,3),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3)}. Temos que o grafo de R é

G[R] : O

1 2

A\

47 230)

Podemos calcular a inversa de uma relagao usando o grafo da relagao. Para obter o grafo
de R™! basta inverter o sentido de todas as arestas do grafo da relacao R.
Vejamos um exemplo. Considere o conjunto finito A = {1,2,3,4} e a relagdio R =

{(1,3),(2,2),(3,3),(3,4)} em A. O grafo de R é
G[R] :

()

D

4 30)

Invertendo o sentindo de todas as arestas de G'r, obtemos o grafo de R*.
G[R™:

()

D

4 .30)

Assim, a inversa de R é a relacio R™! = {(3,1),(2,2), (3,3), (4,3)}.
Podemos também obter o grafo da composta de duas relagoes a partir dos grafos dessas
relagoes. Para obter o grafo de R o S a partir do grafo de R e do grafo de S:

1. desenhamos G|[R] e G[S] superpostos, usando rétulos R e S para identificar as arestas
de G e de Gg, respectivamente;

R s RoS
2. para cada par de arestas x — y e y — 2, desenhamos uma nova aresta r —— z;

3. apagamos todas as arestas que nao estao marcadas com R o S,

4. apagamos todos os rotulos das arestas restantes.
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Vejamos um exemplo. Considere o conjunto finito A = {1,2,3} e as relagdes R =
{(1,2),(2,3)} e S ={(1,3),(2,3),(3,2)} em A. Os grafos de R e de S sdo dados a seguir.

G[R] : G[S] :
1 1
3 \/\2 3/© 2

A composta de R com S pode ser obtida assim:

Passo 1
1
s R
s
3 >2
R S
Passo 2
1 1
o R . RoS / R
s s
3 =2 3 =2
RS R S
1 1
AN O
S s
3 __>2 3 >2 )res
R S R S
Passo 8
1
Ro%
3 QQROS
Passo J
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Assim, dadas as relagoes R = {(1,2),(2,3)} e S = {(1,3),(2,3),(3,2)}, ambas sobre
A ={1,2,3}, a composta de R com S é:

RoS=1{(1,3),(2,2)}.

Vejamos mais um exemplo. Considere o conjunto finito A = {1,2,3} e as relagoes R =
{(1,1),(2,1),(2,3)} e S = {(1,2),(1,3),(3,3)} em A. Os grafos de R e de S sao dados a

seguir.
G[R] : G[S]:

e

3v2

A composta de R com S pode ser obtida assim:

Passo 1
R
3\_/2
Passo 2
R R
( N ( N
3\_/2 3\~\Rﬁ5/2
9 9
1 1
YT EN
s s s s
R R
RoS RoS oS
ngYz ngYQQRs
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Passo 8

Passo /
G[Ro S]:

Assim, dadas R = {(1,1),(2,

1), (2,

{1,2,3}, a composta de R com S é:

( )

3v2©

3} e S = {(1,2),(1,3),(3,3)} relagdbes em A =

Ro S =1{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}.
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7.9 Exercicio resolvido

(I) Considere o conjunto A = {1,2,3,4} e as seguintes rela¢oes em A:
R={(1,2),(1,3),(2,3),(3,3),(3,4)}
S={11),(1,2),(2,1),(3,1),(3,2),(3,4)}
1. Calcule A x A.
Calcule Id 4.
Calcule R71.

> W N

Calcule Ro S.

(IT) Verdadeiro ou falso?
1. Para todas as endorrelacdes R, S e T' em um conjunto A, temos que

Ro(SNT)C(RoS)N(RoT).

2. Para todas as endorrelacdes R, S e T' em um conjunto A, temos que

(RoS)N(RoT)C Ro (SNT).
- RESOLUCAO -

(D

1. Quando o conjunto A é apresentado por listagem, para calcular A x A podemos fazer
o seguinte:

(a) percorrer a lista de elementos do conjunto A e considerar um elemento x de cada
vez,

(b) fixado um elemento z, percorrer novamente a lista dos elementos de A e formar
um par (z,y) para cada elemento de A (sem esquecer o préprio x: o par (x,z)
também deve ser formado),

(¢) pegar o préximo elemento z na lista do conjunto A e repetir o passo [1b]
Vamos, entao, considerar o conjunto dado:
A={1,2,3,4}.
Podemos calcular A x A assim:

e Pegamos o elemento em A: 1;

— consideramos a lista de elementos de A e formamos um par para cada elemento
a de A, colocando 1 na primeira coordenada e a na segunda coordenada;

— e comegamos a lista de elementos de A x A com os pares (1,1), (1,2), (1,3) e
(1,4):
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Lista (em constru¢do) de elementos de A X A:
(1,1),(1,2),(1,3),(1,4)
e Pegamos o segundo elemento em A: 2;

— consideramos a lista de elementos de A e formamos um par para cada elemento
a de A, colocando 2 na primeira coordenada e a na segunda coordenada;
— acrescentamos os pares (2,1), (2,2), (2,3) e (2,4) na lista de elementos de
A x A:
Lista (em construgdo) de elementos de A x A:
(1,1),(1,2),(1,3), (1, 4),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)

e Pegamos o terceiro elemento em A: 3;

— consideramos a lista de elementos de A e formamos um par para cada elemento
a de A, colocando 3 na primeira coordenada e a na segunda coordenada;
— acrescentamos os pares (3,1), (3,2), (3,3) e (3,4) na lista de elementos de
A x A:
Lista (em construgao) de elementos de A x A:
(1,1),(1,2),(1,3), (1, 4),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)
e Pegamos o quarto elemento em A: 4;

— consideramos a lista de elementos de A e formamos um par para cada elemento
a de A, colocando 4 na primeira coordenada e a na segunda coordenada;
— acrescentamos os pares (4,1), (4,2), (4,3) e (4,4) na lista de elementos de
A x A:
Lista (em constru¢do) de elementos de A x A:
(17 1)’ (17 2)7 (17 3)7 (174)7
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)
e Como 4 era o ultimo elemento em A, terminamos de escrever a lista de elementos
de A x A, que ficou assim:

Lista (completa) de elementos de A x A:
(1, ) (1,2),(1,3),(1,4),
( ? 7<272>7(273)7< ’4)7
(3,1),(3,2),(3,3), (3,4),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)

Resposta: A x A={ (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3), (2,4),(3,1),(3,2),
(3,3),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3), (4, 4) }.
2. Quando o conjunto A é apresentado por listagem, para calcular ld4 podemos simples-

mente percorrer a lista que apresenta os elementos de A e formar um par (x,z) para
cada elemento z.

Resposta: 1da ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}.
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3. Quando a relacao R é apresentada por listagem, para calcular R~! podemos simples-
mente percorrer a lista que apresenta os pares de R e formar um par (y,z) para cada
par (z,y) de R.

Resposta:  R™' ={(2,1),(3,1),(3,2),(3,3), (4,3)}.

4. Quando as relacoes R e S sao apresentadas por listagem, para calcular R o S podemos
fazer o seguinte:

(a) percorrer a lista de elementos da relacdo R e considerar um par de cada vez,

(b) pegar um par (z,y) na relagao R,

(c¢) procurar na relagdo S um par que tenha y na primeira coordenada,

(d) para cada par (y, z) encontrado em S, escreva o par (z,z) na lista de elementos
de Ro S,

(e) pegar o préximo par (x,y) na lista da relagdo R e repetir os passos [dc| e .

Vamos, entao, considerar as relagoes dadas:
R={(1,2),(1,3),(2,3),(3,3), (3,4)},
§5={1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(3,2),(3,4)}.

Podemos calcular R o S assim:

e Pegamos o primeiro par em R: (1,2);
— procuramos em S 0s pares que tém 2 na primeira coordenada e encontramos
apenas um par: (2,1);
— montamos entao o par (1,1), usando a primeira coordenada do par (1,2) de
R e a segunda coordenada do par (2,1) de S;
— e comegamos a lista de elementos de R oS com o par (1,1):
Lista (em construgdo) de elementos de Ro S:
(1,1)
e Pegamos o segundo par em R: (1,3);
— procuramos em S 0s pares que tém 3 na primeira coordenada e encontramos
trés pares: (3,1), (3,2) e (3,4);
— montamos entao os pares (1,1), (1,2) e (1,4), usando a primeira coordenada
do par (1, 3) de R e a segunda coordenada de cada um dos pares (3,1), (3,2) e
(3,4) de S, e acrescentamos os pares (1, 1), (1,2) e (1,4) na lista de elementos
de Ro S:

Lista (em construgdo) de elementos de Ro S:
(1,1),(1,1),(1,2),(1,4)
e Pegamos o terceiro par em R: (2,3);
— procuramos em S o0s pares que tém 3 na primeira coordenada e encontramos
trés pares: (3,1), (3,2) e (3,4);
— montamos entao os pares (2, 1), (2,2) e (2,4), usando a primeira coordenada
do par (2,3) de R e a segunda coordenada de cada um dos pares (3,1), (3,2) e

(3,4) de S, e acrescentamos os pares (2, 1), (2,2) e (2,4) na lista de elementos
de Ro S:
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Lista (em construgdo) de elementos de R o S:
(1,1),(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4)
e Pegamos o quarto par em R: (3,3);

— procuramos em S os pares que tém 3 na primeira coordenada e encontramos
trés pares: (3,1), (3,2) e (3,4);

— montamos entao os pares (3,1), (3,2) e (3,4), usando a primeira coordenada
do par (3,3) de R e a segunda coordenada de cada um dos pares (3,1), (3,2) e
(3,4) de S, e acrescentamos os pares (3, 1), (3,2) e (3,4) na lista de elementos
de Ro S:

Lista (em construgdo) de elementos de R o S:
(17 1)7 (17 1)’ (17 2)7 (17 4)7 (2’ 1)7 (27 2)7 (27 4)7 (37 1)7 (37 2)7 (37 4)
e Pegamos o quinto par em R: (3,4);

— procuramos em S os pares que tém 4 na primeira coordenada e nao encontra-
mos nenhum par;

— nesse caso, nenhum par é montado e a lista de elementos em R o S permanece
a mesma:
Lista (em construcgao) de elementos de R o S:

(1,1),(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1),(3,2), (3, 4)
e Como (3,4) era o dltimo par em R, terminamos de escrever a lista de elementos
de Ro S, que ficou assim:

Lista (completa) de elementos de Ro S:
(1,1),(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4)

e Podemos, agora, eliminar as repeticoes, para ter uma apresentacao melhor da
composicao de R com S:

Lista (completa) de elementos de Ro S:
(17 1)7 (17 2)’ (174)7 (27 1)7 (2’ 2)7 (27 4)7 (37 1)’ (37 2)’ (374)

Resposta: Ro S={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1), (3,2), (3,4) }.

(1)
1. Resposta: Verdadeiro. Justificativa:

Prova:
Sejam R, S e T endorrelagoes em um conjunto A.
Seja (z,y) € Ro (SNT).
Dai, (z,2) € Re (z,y) € SNT, para algum z € A.
Como (z,y) € SNT, temos que (z,y) € Se (z,y) € T.
Como (z,2) € Re (z,y) € S, temos que (x,y) € Ro S.
Como (x,z) € Re (z,y) € T, temos que (x,y) € RoT.
Como (x,y) € Ro S e (z,y) € RoT, temos que (z,y) € (RoS)N(RoT).
Logo, Ro(SNT)C(RoS)N(RoT). m
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2. Resposta: Falso. Justificativa:

Considere o conjunto A = {a,b,c,d} e as relagoes R = {(a,c), (a,d)}, S = {(c,b)} e
T ={(d,b)}. Temos que R, S e T sao endorrelagdes no conjunto A.

Temos que SNT = O.

Logo, Ro (SNT) = Q.

Temos também que Ro S = {(a,b)} e RoT = {(a,b)}.
Logo, (Ro S)N(RoT)={(a,b)}.

Assim, como (a,b) € (RoS)N(RoT) e (a,b) € Ro(SNT), podemos concluir que
(RoS)N(RoT)Z Ro(SNT).

7.10 Exercicios de fixagao e revisao

1. Descreva a diferenga entre (a,b) e {a, b}.

2. Sim ou nao?
(a) {a,0} = {b,a}?
(b) (a,0) = (b,a)?
(¢) (a,b) = {a,b}?
3. Dados A = {1,2,3}, B = {a,b} e C = {2,4,6}, apresente cada um dos conjuntos a

seguir por lista:

(a) Ax A

4. Prove que, para todos os conjuntos A, B e C, temos que:

(a) Se AC B,entao Ax C C BxC.
(b) (Ax B)™' =B x A.
(¢) (AxB)o(Ax B)C Ax B.

5. Em cada item a seguir, considere que R é uma relacao em A = {1,2,3,4} e determine
o dominio e a imagem de R.

(a) B={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,4)}
(b) R={(2,3),(3,4),(2,4),(4,3),(3,2), (4,2), (2,2), (3,3), (4,4)}

) (2,3),(3,4)
(€) B={(23),(3,4),(2,4),(4,3),(3,2), (4,2)}
(d) R={(1,2),(2,3)}
(e) B={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}
(f) R=0
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1) R=Ax0
6. Para cada relacao R da questao anterior, calcule R~

7. Em cada item a seguir, onde R e S sao rela¢oes em A = {1,2,3,4}, calcule Ro S.

(a) R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(1,3),(1,4)}
S={(11),(2,2),(3,3),(4,4)}
(b) R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,4)}
5 ={(2,3).(3,4).(2,4),(4,3).(3,2),(4,2),(2,2),(3,3), (4,4)}
() R={(2,3),(3,4),(2,4),(4,3), (3, ,2)}
S=0
(d) R=A{(1,2),(2,3),(1,3),(3,3),(3,2),(2,2)}
R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(3,1),(3,4), (4,3)}
(e) R= {(171)7(17 7(173)7<174 }
S=AxA
(f) R ={(1,2),(2,3)}
S =ldy

8. Prove que, para quaisquer relagoes R, S, T, T1 e T, em um conjunto A, temos que:

(a) Se R C S, entao R~ C S—L.
(b) (RNS)'=R1ITNnSL

(c) (RUS) =R tus

(d) (R—8S)'=RrR1'-51

) (RoS)t=8"1o R

) Se RCTyeSCTy entao RoS CTjoTs.
)

)

)

)

)

—~

RoS)oT =Ro(SoT).

Ro(SUT)=(RoS)U(RoT).
Ro(SNT)C (RoS)N(RoT).
0o
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Capitulo 8

Relacoes de Equivaléncia

Neste capitulo, apresentamos as propriedades da reflexividade, simetria e transitividade
de relacoes. Definimos relagoes de equivaléncia e particoes de um conjunto. Definimos
também o quociente de um conjunto por uma relacao de equivaléncia. Observamos as co-
nexoes entre uma relacao de equivaléncia em um conjunto A, uma certa particao de A e o
conjunto quociente de A pela relacao de equivaléncia.

8.1 Igualdade

A relacao de igualdade é o paradigma para a definicdo de um dos conceitos mais impor-
tantes da Matematica: a nocao de relagcao de equivaléncia.
Observe as propriedades basicas da igualdade:

(1) Para todo = € A, temos que = = z.
(2) Para todos x,y € A, se x =y, entdao y = x.
(3) Para todos x,y,z € A, se x =y ey =z, entdo z = z.

Definimos como relacao de equivaléncia qualquer relagdo que possua essas propriedades. A
ideia é que vamos usar as relagoes de equivaléncia “no lugar” da igualdade. Uma relacao de
equivaléncia “identifica” objetos que nao sao iguais, mas que, para o que nos interessa em
um dado contexto, sao “equivalentes”.

8.2 Reflexividade

Uma relagdo em um conjunto A é reflexiva quando todos os elementos de A estao relacio-
nados consigo mesmos. Por exemplo, segundo Ru Paulﬂ, a relagao de amor/amizade deveria
ser reflexiva: todas as pessoas deveriam amar a si mesmas (“if you don’t love yourself, how
in the hell you gonna love somebody else?”).

Definigao 8.1 Seja R uma relagao em um conjunto A. Dizemos que R € reflexiva quando,
para todo x € A, temos que (x,x) € R.

'Ru Paul é ator, produtor, apresentador, superestrela drag dos EUA.
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Assim, uma relacao R em um conjunto A nao é reflexiva quando existe x € A tal que
(x,z) € R.

Em um grafo direcionado, as arestas que ligam um né a si mesmo sao chamadas de lagos.
Se uma relagdo R em um conjunto finito A é reflexiva, o grafo G[R] nao pode apresentar
um noé sem um lago.

Usamos a cor vermelha para indicar que o lago esté faltando: quando a relacao é refleziva,
ter né mas nao ter laco é proibido.

Exemplo 8.1 A relacao R = {(1,3),(2,2),(3,3),(3,4)} sobre A = {1,2,3,4} nao ¢ refle-

Tiva.

1 2

G[R] : \

4 30

Examinando o grafo de R, observamos que o né 1 nao tem laco. Alids, o no 4 também nao
tem lago, mas basta um sé nd sem lago em G[R] para que R nao seja reflexiva.

Vamos examinar o grafo da rela¢ao identidade no conjunto A = {1,2,3,4}:

()
1 2

G“dA] .

©4Q3§

Pensando na configuragao proibida para a reflexividade, percebemos que uma relacao qual-
quer em A = {1,2,3,4} é reflexiva se, e somente se, contém a relagao identidade Id4. Na
verdade, isso vale para qualquer conjunto, inclusive para os conjuntos infinitos.

Teorema 8.1 Para todo conjunto A e toda relacio R em A, temos que R € refleriva se, e
somente se, Idy C R.

Prova:
Seja R uma relacao em um conjunto A.

(=) Suponhamos que R é reflexiva. Seja (x,y) € ld4. Dai, pela definigao de Id,4, temos
que z = y. Logo, como R é reflexiva, temos que (x,y) € R. Portanto, Id4 C R.

(<=) Suponhamos que Id4 C R. Seja = € A. Pela definigao de ld4, temos que (x,z) € Id4.
Logo, como Id4 C R, temos que (z,z) € R. Portanto, R é reflexiva. m

(©) CC BY SA 87 R. de Freitas e P. Viana



Prova do Teorema de Cantor: Uma Introducao a Pratica Matematica

8.3 Simetria

Uma relagdo em um conjunto A é simétrica quando o fato de um elemento de A estar
relacionado com um outro é garantia de que esse outro esta relacionado com o primeiro. Por
exemplo, a relacao “ser filhote da mesma ninhada de” é uma relagao simétrica. De fato, se
soubéssemos que, por exemplo, Rintintin € filhote da mesma ninhada de Lassie, poderiamos
concluir que Lassie € filhote da mesma ninhada de Rintintin.

Definigao 8.2 Seja R uma relagao em um conjunto A. Dizemos que R é simétrica quando,
para todos x,y € A, se (x,y) € R, entdo (y,z) € R.

Assim, uma relagdo R em um conjunto A nao é simétrica quando existem z,y € A tais
que (z,y) € R, mas (y,z) € R.

Se R é uma relacao sobre um conjunto finito A e R é simétrica, entao o grafo de R ndo
pode ter uma aresta — ligando dois nds sem ter uma aresta <— na diregdo oposta.
Ou seja, se uma relagdo R em um conjunto finito A é simétrica, o grafo G|[R] nao pode
apresentar uma aresta “que vai’, sem ter uma aresta “que volta”.

Usamos a cor vermelha para indicar que a aresta esta faltando: quando a relagao é simétrica,
aresta que vai mas nao volta € proibido.

Exemplo 8.2 A relacao R = {(1,3),(2,2),(3,3),(3,4), (4,3)} sobre A = {1,2,3,4} nao é

simétrica.

()

1 2

G[R] : \

47 230)

FExiste uma aresta que sai do no 1 e vai para o no 3, mas ndao existe uma aresta que volta
do no 3 para o no 1.

Vamos examinar o grafo da relacao S = {(2,2), (3,4), (4,3)} no conjunto A = {1,2,3,4}:

G[S] :

4723

Pensando na configuracao proibida para a simetria, percebemos que a relagao S é simétrica.
Vamos examinar, agora, o grafo da inversa de S, obtido invertendo-se o sentido de todas as
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setas de G[9]:
1 2
G[S7Y:
A7 23

Como S ¢ simétrica, no grafo de S, toda seta que “vai” também “volta”. Por isso, quando
invertemos o sentido das setas do grafo de S, obtemos o mesmo grafo. Ou seja, porque S é
simétrica, a inversa de S é a propria S. Na verdade, isso vale para qualquer relagao, inclusive
para relagoes em conjuntos infinitos.

Teorema 8.2 Para todo conjunto A e toda relagio R em A, temos que R € simétrica se, e
somente se, R~' = R.

Prova:
Seja R uma relacdo em um conjunto A.

(=) Suponhamos que R é simétrica.

(C) Sejam z,y € A. Suponhamos que (x,y) € R~'. Dal, pela defini¢do de inversao, temos
que (y,z) € R. Dai, como R é simétrica, temos que (z,y) € R. Logo, R~ C R.
(D) Sejam z,y € A. Suponhamos que (z,y) € R. Dai, como R é simétrica, temos que
(y,z) € R. Dali, pela definicao de inversao, temos que (z,y) € R~'. Logo, R C R™L.

Como R”'C Re RC R, temos que R™! = R.

(<) Suponhamos que R~! = R. Sejam z,y € A. Suponhamos que (x,y) € R. Dai, como
R™! = R, temos que (x,y) € R~'. Dal, pela definigao de inversao, temos que (y,z) € R.
Portanto, R é simétrica. m

8.4 Transitividade

Uma relacao em um conjunto A é transitiva quando o fato de um elemento de A estar
relacionado com um outro e esse outro com um terceiro é garantia de que o primeiro esta
relacionado com o terceiro. Por exemplo, a relacao “ser menor do que” é uma relacao
transitiva. De fato, se sabemos que, por exemplo, o nimero ¢ (a razao aurea) € menor do
que o nimero e (numero de Euler) e que o numero e é menor do que o nimero 7, podemos
concluir que ¢ € menor do que w. Ou seja, como ¢ < e < 7, temos que ¢ < 7.

Definicao 8.3 Seja R uma relagao em um conjunto A. Dizemos que R € transitiva quando,
para todos x,y,z € A, se (x,y) € R e (y,z) € R, entdo (x,2) € R.

Assim, uma relacado R em um conjunto A nao é transitiva quando existem z,y,z € A
tais que (z,y) € Re (y,2) € R, mas (z,z) € R.

Se R é uma relagao sobre um conjunto finito A e R é transitiva, entao o grafo de R nao
pode ter uma aresta x — y que sai do né x e chega no né y e ter também uma aresta
y — z que sai do né y e chega no né z, sem ter uma terceira aresta que sai do né = e chega
nono z: — 2. Ou seja, se uma relacao R em um conjunto finito A é transitiva,
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o grafo G[R] nao pode apresentar um caminho comprido x* — y — z sem apresentar
também um atalho * — z.

Usamos a cor vermelha para indicar que a aresta esta faltando: quando a relacao é transitiva,
caminho comprido sem atalho € proibido.

Exemplo 8.3 A relacao R = {(1,3),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3)} sobre A = {1,2,3,4} nao é

transitiva.

()

1 2

G[R] : \

4 =30)

Eziste um caminho comprido do né 1 para o né 4 (passando pelo nd 3), mas ndo existe um
atalho que va do no 1 diretamente para o no 4.

Vamos examinar o grafo da relagdo 7' = {(1, 3), (3,4), (4, 3)} no conjunto A = {1,2,3,4}:

Pensando na configuragao proibida para a transitividade, percebemos que a relacao 1" ndo
¢ transitiva. Vamos examinar, agora, o grafo da relacdo T o T = {(1,4),(3,3),(4,4)}, a
composta de T com T
1 2
G[ToT]: <

Cs 30

Note que, no grafo de T o T', aparecem as setas que estao faltando no grafo de T que
caracterizam a configuragdo proibida para a transitividade: temos (1,3) € T e (3,4) € T,
mas (1,4) & T'; temos (3,4) € T e (4,3) € T, mas (3,3) € T; temos (4,3) € T e (3,4) € T,
mas (4,4) € T. Ou seja, no grafo de T o T temos as setas que deveriam estar no grafo de T
para que a relacao T fosse transitiva. Assim, se T oT C T, teriamos que T' é transitiva. Na
verdade, isso vale para qualquer relagao, inclusive para relagoes em conjuntos infinitos.

Teorema 8.3 Para todo conjunto A e toda relagdo R em A, temos que R € transitiva se, e
somente se, Ro R C R.
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Prova:
Seja R uma relagao em um conjunto A.

(=) Suponhamos que R é transitiva. Sejam z,y € A. Suponhamos que (x,y) € Ro R.
Dai, pela definicdo de composigao, temos que (z,z) € R e (z,y) € R, para algum z € A.
Dai, como R é transitiva, temos que (z,y) € R. Logo, Ro R C R.

(«<=) Suponhamos que Ro = R. Sejam z,y,z € A. Suponhamos que (z,z2) € Re (z,y) € R.
Dai, pela definicao de composigao, temos que (z,y) € Ro R. Dai, como Ro R C R, temos
que (z,y) € R. Portanto, R é transitiva. m

Exemplo 8.4 Considere o conjunto finito A = {a,e,i,0,u}, a rela¢ao

R ={(a,a),(a,e), (e, a), (i, 0), (0,u), (i,u) }
e o grafo G|R):

N

u €

A relagao R nao € reflexiva, pois o no e nao tem lago; ndao € simétrica, pois a aresta i — o
vat, mas nao volta; nao € transitiva, pois temos um caminho comprido e — a — € mas nao
temos o atalho e — e.

Exemplo 8.5 Considere o conjunto finito A ={A, 0,0}, a relagao
ldA - {(A7 A)? (Da D)7 (@a @)}
de identidade em A e o grafo G[lda):

()

O

Ca 20,

A relacao |d4 € refleriva, pois nao tem wm no sem lago; € simétrica, pois nao tem aresta
7 J 7
que vat e nao volta; € transitiva, pois nao tem nenhum caminho comprido sem atalho.

Exercicio 22 Para se familiarizar com as propriedades de reflexividade, simetria e transi-
tividade de relacoes, investigue se cada a afirmacgao a sequir € verdadeira ou falsa.

1. Se R e S sdao simétricas, entao RU S € simétrica.
2. Se R € reflexiva, entao RU S € refleriva.

3. Se R e S sao transitivas, entao RU S € transitiva.
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8.5 Relacao de equivaléncia

Definicao 8.4 Sejam A um conjunto e R uma relagao em A. Dizemos que R € uma relacdo
de equivaléncia em A quando R € reflexiva, simétrica e transitiva.

O fecho reflexivo de uma relacao R é a relagao S que é reflexiva, que contém R e tal que
qualquer outra relacao reflexiva que contém R também contém S.

O fecho simétrico de uma relacao R é a relacao S que é simétrica, que contém R e tal
que qualquer outra relagao simétrica que contém R também contém S.

O fecho transitivo de uma relacao R ¢é a relagao S que é simétrica, que contém R e tal
que qualquer outra relacao transitiva que contém R também contém S.

O fecho reflexivo-simétrico-transitivo de uma relacao R é a relacao S que é reflexiva,
simétrica e transitiva que contém R e tal que qualquer outra relacao reflexiva, simétrica e
transitiva que contém R também contém S. Ou seja, o fecho reflexivo-simétrico-transitivo de
uma relagao R é uma relacao de equivaléncia que contém R e que esta contida em qualquer
outra relagao de equivaléncia que contém R.

Exemplo 8.6 Considere agora o fecho reflexivo-simétrico-transitivo da relagao R apresen-
tada no Exemplo denotado por R*, e seu grafo G[R*|:

\ e@
O\AZQ

Para formar G[R*|, acrescentamos todos os lagos que faltavam em G[R], acrescentamos
uma aresta que volta para cada uma que vai em G[R], acrescentamos o “atalho” para cada
“caminho comprido” em G[R]. Assim, a relagio R* é

{(a,a),(a,¢e), (¢,a), (e, €), (i,7), (i, 0), (0,2), (i, ), (u,9), (0,0), (0, ), (u, 0), (u, u) }

Observando o grafo da relagdo R*, no Exemplo [8.6] podemos ver que seus nds estao
divididos em dois “grupos”:

e entre cada par de nés de um mesmo “grupo” temos uma aresta que vai e outra que
volta,

e nao temos arestas entre nés de “grupos” diferentes.
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Na verdade, isso acontece sempre: uma relagao de equivaléncia divide os elementos do
conjunto em grupos em que todos os elementos se relacionam entre si e que estao isolados
dos outros grupos (nenhum elemento de um grupo se relaciona com um elemento de outro
grupo). Esses “grupos” sao chamados de classes de equivaléncia.

Definicao 8.5 Sejam A um conjunto, R uma relacao de equivaléncia em A, e a um elemento
de A. A classe de equivaléncia de a sequndo R € o conjunto

lalg ={b€ A: (a,b) € R}.

O conjunto formado por todas as classes de equivaléncia de uma determinada relacao de
equivaléncia é chamado conjunto quociente.

Definicao 8.6 Sejam A um conjunto e R C A X A uma relacao de equivaléncia em A. O
conjunto quociente de A por R € o conjunto

A/R ={lalg : a € A}.

Exercicio 23 Prove que, para toda relacdo de equivaléncia R em um conjunto A e todos os
elementos x,y,z € A:

1. Sex € [z|g ey € [z]Rr, entdo (x,y) € R.
2. Sex € [z]g ey & |z|r, entdo (v,y) & R.
Exemplo 8.7 Como sabemos que a relagcao R* do Exemplo (8.6] é uma relagao de equi-

valéncia, poderiamos apagar todas as arestas de G|R*|, pois as arestas representam in-
formacao redundante quando € facil ver os nds separados nas classes de equivaléncia:

u

0 l

FEsses dois grupos de nés, {a,e} e {i,o,u}, sio as classes de equivaléncia de A por R* e
A/R* = {{a, e}, {i,0,u}} € o conjunto quociente de A por R*.

Um diagrama para uma relagao de equivaléncia melhor do que o grafo da relagao é uma
representacao do conjunto quociente associado a relagao, como essa do Exemplo 8.7

Exemplo 8.8 Considere o conjunto dos digitos D = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e a relagcao
R ={(a,b) € D x D :a eb sio ambos pares, ou ambos impares} em D que associa digitos
de mesma paridade. O diagrama da relacao R é:

O conjunto quociente de D por R é D/R = {{0,2,4,6,8},{1,3,5,7,9}}.
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Congruéncia médulo n e miiltiplos de n. Um exemplo importante de relagao de equi-
valéncia no conjunto de niimeros naturais é a relacao de congruéncia méodulo n.

Definicao 8.7 Sejan € N*. Sejam a,b € N. Dizemos que a e b sao congruentes modulo n,
denotado por a =, b, quando existem q,, gy, € N tais que a = g,n+1r e b= qgyn +r, com
0<r<n.

Definicao 8.8 Seja n € N*. A relagao de congruéncia modulo n € a relagao:

{(a,b) :a=, b} CN xN.

Para todo n € N*, a relacao de congruéncia modulo n é uma relagao de equivaléncia
em N. Dado a € N, a classe de equivaléncia de a na congruéncia médulo n é usualmente
denotada por [a],, e o conjunto quociente de N por =, é:

N, = {[0]n, 1]n, 2]n, - -+, [0 — 1]n}-
Observe que N,, é um conjunto finito e que
N=[0],U[1],U[2],U...U[n—1],.
Por exemplo, Ny = {[0]4, [1]4, [2]4, [3]4} é um conjunto com 4 elementos e
0], = {0,4,8,12,16,.. .},
], =41,5,9,13,17,...},
2], = {2,6,10,14,18,.. },
3], = {3,7,11,15,19,.. .},

N = [0]4 U [1]4 U [2]4 U [3]s4.
Observe que a classe do 0 médulo 4 é o conjunto de todos os miltiplos de 4:
0], = {0,4,8,12,16, .. .}.
Definigao 8.9 Seja n € N. O conjunto dos maultiplos de n é definido por

M(n) ={m e N: existe ¢ € N tal que m = nq}.

Assim:

M(0) = {0}
M(1)={0,1,2,...,n,..} =N
M(2)={0,2,4,...} = 0]
M(3) = {0,3,6,...} = [0]s

M(4) = {0,4,8,...} = [0]s

M(n) = {0,n,2n,...} = [0],
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Considere o conjunto M cujos elementos sao os conjuntos de miultiplos de cada niimero
natural:

M = {M(n) :n € N}.

Note que M é um conjunto infinito cujos elementos sdo conjuntos (infinitos ou nao). Po-
demos dizer que o conjunto dos nimeros naturais ¢ a unido de todos esses (infinitos) M(n).
Informalmente, temos:

N=MO) UML) UMR2)UM@B)U---UM(Mn)U---

Uniao generalizada. A uniao de conjuntos foi definida como uma operacao binaria: dados
dois conjuntos A e B, podemos calcular AU B. Vamos agora generalizar, definindo a uniao
de uma quantidade qualquer (infinita, inclusive) de conjuntos.

Definicao 8.10 Seja F um conjunto. Dizemos que F é uma familia se todos os elementos
de F sao conjuntos.

Definicao 8.11 Seja U um universo e F uma familia de subconjuntos de . A unido de F
€ o conjunto definido por

U]-":{ael/{: eriste X € F tal que a € X}.

Algumas vezes, uma familia F é definida por intermédio de um conjunto de indices I,
cujos elementos correspondem aos conjuntos em JF. Neste caso, temos que

F={X;:iel}
e podemos usar as seguintes notagoes para | J F:
ixiziery, Ux ou U x.
el

Essas notagoes sao usadas, principalmente, quando a familia é infinita, ou finita, mas muito
grande.
Por exemplo, dada a familia M = {M(n) : n € N} dos conjuntos de multiplos, temos

que UM =
UJ{M@):ineN} = (JM®n) = [ JM(@n) =

neN

{a e N: existe X € M tal que a € X} =
{a € N: existe M(n) tal que a € M(n)} =
{a € N: existe n € N tal que a € M(n)}.

Intersecao generalizada. Assim como foi feito para a uniao, vamos também generalizar
a operagao de intersegdo de conjuntos para calcular a interse¢ao de uma quantidade (nao
nula) qualquer de conjuntos.
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Definigao 8.12 Seja U um universo e F uma familia de subconjuntos de U tal que F # ().
A intersecao de F é o conjunto definido por

ﬂ]:: {a €U : para todo X € F temos que a € X}.

Quando F ¢ definida por intermédio de um conjunto nao wvazio de indices I, ou seja,
quando

F={X;:1€l},
podemos usar as seguintes notagoes para | F:
({Xi:ieT}, X ou X
icl
Exercicio 24 (1) Determine [ Ny.
(2) Determine (\ M.

Propriedades basicas

Sejam F, F; e F, familias de conjuntos, F', 'y e F'y familias nao vazias de conjuntos
e A um conjunto. Temos que:

(1) Se F; C F, entao |JF; C | Fo.
(2) Se F'y C F'y, entdo [ F's € F'y.
(3) Se A € F, entao A C |JF.

(4) Se A € F', entao (| F' C A.

5) U0 =0.

6) ANUF=U{ANnX: X e F}.

(1) AUNF =AU X : X € F'}.

8) (U ]—"’)C —N{XC: X e F).
9) (ﬂ F’)C — (X X e 7.

Particao. Dada uma relacao de equivaléncia R em um conjunto A, temos que as classes de
equivaléncia de A por R sao nao vazias, sao disjuntas, e a uniao de todas elas é o préprio A.

Proposicao 8.1 Para todo conjunto A, toda relacao de equivaléncia R em A:
(1) Para todo x € A, temos que [x]r # 0.

(2) Para todos x,y € A, se [z]r # [y|r, entao [x]gr N [y]lr = O.

(3) UA/R = A.
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Exercicio 25 Prove a Proposi¢ao[8.1]

Familias de conjuntos com as caracteristicas (1), (2), e (3), da Proposicao 8.1} sao cha-
madas de particoes.

Defini¢ao 8.13 Seja A um conjunto e F C P(A). Dizemos que F € uma particio de A
quando

(1) Para todo X € F, temos que X # ().
(2) Para todos X, Y € F, se X #Y, entao X NY = Q.
(3) UF = A.

Particoes e relacoes de equivaléncia sao conceitos fortemente conectados: dada uma
relagdo de equivaléncia, temos definida uma parti¢ao (o conjunto quociente, veja a Pro-
posicao [8.1)) e, dada uma parti¢ao, temos definida uma relagao de equivaléncia.

Definicao 8.14 Seja A um conjunto e P uma particao em A. A relagao induzida por P é
a relagao em A definida por:

Rp ={(a,b) € Ax A: existe X € P tal que a,b € X}.

Proposicao 8.2 Para todo conjunto A, se P € uma particio em A e Rp € a relagao induzida
por P, entao Rp € uma relagao de equivaléncia em A.

Exercicio 26 1. Dado um conjunto A e uma particio P em A:

(a) Quais sao as classes de equivaléncia de Rp?

(b) Qual é o conjunto quociente A/Rp?
2. Prove a Proposi¢ao [8.9

8.6 Exercicio resolvido
Verdadeiro ou falso?

1. Para todas as endorrelacdes R e S em um conjunto A, se R e S sdo simétricas, entdo RUS
é simétrica.

2. Para todas as endorrelagbes R e S em um conjunto A, se R e S sdo transitivas, entao
R US é transitiva.

- RESOLUCAO -

1. Resposta: Verdadeiro. Justificativa:
Prova:
Sejam R e S endorrelagoes em um conjunto A.
Suponhamos que R e S sao simétricas.
Seja (xz,y) € RUS.
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Dai, (z,y) € R ou (z,y) € S.

(Caso 1: (z,y) € R)
Nesse caso, como R é simétrica, temos que (y,z) € R.
Dai, como R C RU S, temos que (y,z) € RUS.

(Caso 2: (z,y) € S)
Nesse caso, como S é simétrica, temos que (y,x) € S.

Dai, como S C RU S, temos que (y,z) € RUS.
Em qualquer caso, (y,z) € RUS.
Logo, RU S é simétrica. m

2. Resposta: Falso. Justificativa:

Considere o conjunto A = {1,2,3} e as relagoes R = {(1,2)} e S = {(2,3)} em A.
Temos que RU S = {(1,2),(2,3)}. Temos também que R e S s@o transitivas. No
entanto, RU .S nao é transitiva, pois (1,2) € RUS e (2,3) € RUS, mas (1,3) € RUS.

8.7 Exercicios de fixagao e revisao

1. Em cada item a seguir, considere que R é uma relacao em A = {1,2,3,4} e diga se R
é reflexiva, se é simétrica e se é transitiva.

() R={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(1,3), (3, 1))

() R={(2,3),(3,4), (2,4), (1.3), (3,2), (4,2), (2,2), (3,3), (4, )}
(©) R=1{(2,3), (3.4), (2,4), (4,3), (3,2), (4,2)}

(d) RB={(1,2),(2,3)}

(e) R={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

() R=0

(g) B={(1,2),(2,3),(1,3),(3,3),(3,2),(2,2)}

() R={(1,1),(2,2), (3,3), (4,4), (1,3), (3, 1), (3,4), (4,3)}
6) R ={(1,1),(1,2),(1,3), (1,4)}

(j) R=AxA

(k) B ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3), (1,3), (1, 4)}
1) R=Ax0

2. Em cada item, dé um exemplo de uma relacao em A = {1,2,3,4,5}, que seja:
(a) reflexiva, mas nao simétrica nem transitiva;
(b) simétrica, mas nao reflexiva nem transitiva;
(c) transitiva, mas nao simétrica nem reflexiva,;
(d) reflexiva e simétrica, mas nao transitiva;

(e) reflexiva e transitiva, mas nao simétrica;
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(f) simétrica e transitiva, mas nao reflexiva,
(g) reflexiva, simétrica e transitiva;

h) nao reflexiva, nem simétrica e nem transitiva.
3. Em cada item a seguir, diga se a relacao é reflexiva, se é simétrica e se é transitiva.

(a) A relagao de “ser irmao de”, no conjunto de todas as pessoas.
(b) A relacao de “ser irmao de”, no conjunto de todos os homens.
(c) A relagdo de “ser menor que”, no conjunto de todos os nimeros reais.

d) A relacao de “ser igual a”, no conjunto de todos os nimeros reais.

f) A relacao de “ser diferente de”, no conjunto de todos os niimeros reais.

)
)
)
(e) A relacgao de “ser menor ou igual a”, no conjunto de todos os niimeros reais.
(f)
g) A relacdo de “ser perpendicular a”, no conjunto de todas as retas de um plano.
)

h) A relacao de “ser da mesma série que ou fazer aniversario no mesmo dia que”, no
s )
conjunto de todas as criancas de uma escola de ensino fundamental.
(i) A relacdo de “ser pai de”, no conjunto de todas as pessoas.
(j) A relacao de “ser o quadrado de ou ser igual a”, no conjunto de todos os nimeros
reais.

4. Apresente as classes de equivaléncia da relacao de congruéncia médulo 4 em N por
(indicagao de) listagem.

5. Considere o conjunto universo U das palavras em lingua portuguesa e a relacao R sobre
U que associa palavras que comecam pela mesma letra.
(a) Apresente trés exemplos de pares de palavras que estao na relagdo R.
(b) Mostre que R é uma relacao de equivaléncia em U.

(c¢) Apresente trés exemplos de palavras que pertencem a classe de equivaléncia da
palavra MATEMATICA, segundo a relacao R.

(d) Quantos elementos temos no conjunto quociente U/ R?
6. Em cada item a seguir, verifique que R é uma relacao de equivaléncia em A, encontre
as classes de equivaléncia de A segundo R e a particao de A induzida por R.
(a) A={1,2,3,4}
R = {(17 1)7 (27 2)? (37 3)7 (47 4)7 (17 2)7 (27 1)}
(b) A={1,2,3}
R = {(17 1)7 (2’ 2)’ (37 3)}
(c) A={a,b,c,d e}
R={(aa), (b)), (cc), (dd),(ee), (ac) (ca),(bd),(be), (dDb),(de), (e.b), (e,d)}

7. Em cada item a seguir, F é uma parti¢cao sobre um conjunto A. Apresente o conjunto
A e encontre a relagdo de equivaléncia determinada pela particao JF.

(a) F={{1,2,3},{4,5}}
(b) F = {{1}7{273}7{475}}
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(c) F={{1},{2}, {3}, {4}.{5}}
(d) F = {{172’3}}

8. A particao F = {{1,3,5},{2,4}} do conjunto A = {1, 2, 3,4, 5} induz a seguinte relac¢ao
de equivaléncia em A:

Mostre que R é, de fato, uma relacao de equivaléncia.

9. Verdadeiro ou falso? Justifique.

Para qualquer conjunto A e quaisquer relagoes R e S em A, temos que:

a) Se R é reflexiva, entdo RU S é reflexiva.
(b) Se R é reflexiva e S é reflexiva, entao RN S é reflexiva.
(c) Se R é simétrica e S é simétrica, entao RU S é simétrica.
(d) Se R é transitiva e S é transitiva, entdo RN S é transitiva.
(e) Se R é transitiva e S é transitiva, entdo RU S ¢ transitiva.
(f) Se R é simétrica, entao R~' é simétrica.
)
)

(
(g) Se R é reflexiva, entao RN R~ # .
(h) Se R é simétrica, entao RN R~ # Q.
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Capitulo 9

Estrutura Quociente

Neste capitulo, apresentamos a nocgao de estrutura quociente, um conceito basico que
aparece em todas as areas da Matematica. Nosso exemplo mais importante vai ser a classe
de estruturas quociente dadas pela relagao de congruéncia modulo n no conjunto dos niimeros
inteiros. O estudo dessa classe de estruturas marca o inicio do desenvolvimento da Teoria
dos Numeros.

Congruéncia moédulo n

Definigao 9.1 Sejan € Z% . Sejam a,b € Z. Dizemos que a e b sao congruentes mddulo n,
denotado por a =, b, quando existem q,,qy,, T € Z tais que a = nq, +r e b = ng, +r, com
0<r<n.

Por exemplo, temos que 7 =3 13, pois 7T=3-2+1e13=3-4+ 1, ou seja, 7 e 13 tém
mesmo resto na divisao por 3. Temos também que —7 =3 —13, pois =7 =3-(=-3)+ 1 e
—13=3-(=5) + 1, ou seja, -7 e -13 tém mesmo resto na divisdao por 3. Mas —7 #3 7, pois
7 e -7 tém restos diferentes na divisao por 3.

Definigao 9.2 Sejan € Z7. A relagao de congruéncia mdédulo n € a relagao:

{(a,b):a=,b} CZXZ.

Dados n € Z% e a € Z, a classe de equivaléncia de a na congruéncia médulo n é usual-
mente denotada por [a],. Por exemplo:

[7s = [13]; = [1]s = {...,—11,-8,—5,—-2,1,4,7,10,13, ...}
75 = [~13]3 = [2]s = {... — 13,-10,—7,—4,—1,2,5,8,11, 14, ...}

*

%, a relagdo de congruéncia mdédulo n é uma relagao de

Proposicao 9.1 Para todo n € 7Z
equivaléncia em 7.

Vamos fazer a prova da Proposicao [0.1] no exercicio a seguir.

Exercicio 27 Antes de fazer a prova da Proposi¢ao vamos examinar o caso particular
quando n = 3:

1. Prove que, para todos a,b € 7,
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(a) a € [a]s.
(b) Se a #3 b, entao [a]z N [b]z = 0.
(c) Se a =30, entdo [a]3 = [b]3.

2. Prove que a relacao =3 de congruéncia modulo 3 é uma relacao de equivaléncia em 7.

3. Generalize a prova que vocé apresentou no item anterior para provar a Proposicao (9.1,
Dado n € Z?, o conjunto quociente de Z por =, é:
Zi = {[0]n; [Un, [2ln, - -5 [0 = 1]}
Observe que Z,, é um conjunto finito e que
Z=10],Ull],U[2,U...Un—1],.
Por exemplo, Z3 = {[0]s, [1]3, [2]3} é um conjunto com 3 elementos, com

[0]s={...,—9,—6,-3,0,3,6,9,12,.. .}
Ms=1{...,—8,-5-2,1,4,7,10,13,...}
[2s=1{..,—7,-4,-1,2,58,11,14,...}

Dados n € Z* e a € Z, dizemos que a é o representante da classe [al,. No entanto,
sabemos que, para todos n € Z% e a,b € Z, se a € [b],, entdo [a], = [b],. Ou seja,
qualquer elemento da classe [a], pode ser escolhido como representante da classe. Assim,
poderfamos também escrever Zz = {[12]s, [7]3, [—7]3}. Em geral, os representantes das classes
de equivaléncia médulo n escolhidos sao os restos na divisao por n.

Vamos considerar, agora, as operacoes de adi¢ao e multiplicacdo de niimeros inteiros. A
relacao de congruéncia modulo n “respeita” estas operacoes, no seguinte sentido:

Proposigao 9.2 Para todosn € 27, e a,b,c,d € Z, temos que:
1. sea=,bec=,d, entaoa+c=,b+d;
2. sea=,bec=,d, entao ac =, bd.

A Proposicao (9.2 nos permite definir operacoes de adicao e multiplicacao em Z,,, a partir
da adi¢ao e multiplicacao em Z.

Definicao 9.3 Sejam n € Z e a,b € Z. A soma de |a}, e [b],, ¢ definida como
[a],, + [b]n = [a + b],.

Observe a tabela da operacao de adicao em Zs:

+ [ 05 [1]s [2]5
03 [ 0] [1]s [2]s
(s [ 15 [2]5 [0,
2] | [2]5 [0]; [1],

A operacao de adicao em 7Z,, “herda” varias propriedades da adi¢ao em Z. E o que vamos
discutir no Exercicio |28, a seguir.
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Exercicio 28 Vamos examinar algumas propriedades da operacao de adi¢ao em Z,,.

*

1. Mostre que, para todo n € 77, a operacao de adi¢ao em Z, € associativa e comutativa.

2. A operacgao de adi¢ao em Z tem elemento neutro. A operagdo de adi¢ao em Z,, também.
Qual € o neutro da adi¢ao em Z,? (Justifique.)

3. Quando uma operagao tem elemento neutro, podemos nos perguntar pelo simétrico ou
mverso de um elemento. Em 7, todo elemento tem simétrico em relacao a operacao de
adicao, isto €, para todo a € Z, existe um b € Z tal que a +b = 0. O que acontece em
Z,? Podemos afirmar que, em Z,, todo elemento tem simétrico? (Justifique.)

Vejamos, agora, a definicao da operagao de multiplicagao em 7Z,,.
Definicao 9.4 Sejam n € Z% e a,b € Z. O produto de [a],, e [b],, € definido como
[a]y, - [b],, = [ab]n.

Observe a tabela da multiplicacao em Zs:

- [[0]s [1]s [2]s
[0]3 [ [0]5 [0]3 [0]s
(s [ 0] [1]5 [2],
25 | 0] [25 [1],

A operagao de multiplicagao em Z,, também “herda” vérias propriedades da multiplicagao
em Z. E o que vamos discutir no Exercicio , a seguir.

Exercicio 29 Vamos examinar algumas propriedades da opera¢do de multiplicacao em Z,,.

1. Mostre que, para todo n € Z, a operagio de multiplicagio em Z, € associativa e
comutativa.

2. A operagao de multiplicacdo em Z tem elemento neutro. A operacdo de multiplicacdo
em Z,, também. Qual é o neutro da multiplicagcao em Z,, ? (Justifique.)

3. A operacdo de multiplicacao em Z tem elemento zero, isto €, existe z € 7 tal que, para
todo a € 7, temos que az = za = z. Qual € o (unico) elemento zero da multiplica¢do
em 7.2 A operagao de multiplicagao em Z, também tem elemento zero? (Justifique.)

Quando uma operagao tem elemento neutro, podemos nos perguntar pelo simétrico ou
inverso de um elemento. Em Z, quase nenhum elemento nao nulo tem inverso em relagao a
operacao de multiplicagao. Por exemplo, 6 € Z, 6 # 0, mas nao existe b € Z tal que 6b = 1.
Na verdade, apenas 1 e —1 tém inverso, pois 1-1=1e (—=1)(—=1) = 1. O que acontece em
Z,? Bem... depende do valor de n.

Exercicio 30 Vamos investigar a existéncia do inverso de elementos em relagao a operacao
de multiplicacao em Z,,.

1. Mostre que, para todo n € 7%, temos que [1],, € o elemento neutro da operacao de
multiplicagao, isto €, para todo [a), € Z,, temos que [a], - [1], = [a].
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2. Mostre que, para todo n € Z, temos que [0], € o elemento neutro da operagao de
multiplicagao, isto €, para todo |al, € Z,, temos que [a], - [0],, = [0],.

3. Mostre que, para todo n € Z% , temos que o elemento [1],, € o inverso dele mesmo, isto

4. Mostre que, em Zs, todo elemento ndo nulo tem inverso, isto €, para todo [a]3 € Zs,
eziste [b]s € Zs tal que [als - [b]s = [1]s.

5. Mostre que, em Zy4, existem elementos diferentes do elemento zero que nao tém inverso,
isto €, existe [aly € Zy tal que [aly # [0]4 €, para todo [b]y € Zy, temos que [a)y-[bls # [1]4.

Na verdade, quando p é um nimero primo, todo elemento diferente do elemento zero em
Z, tem inverso em relacao a operagao de multiplicacao em Z,. Mas esse ja ¢ um assunto para
um curso de Algebra ou de Teoria dos Numeros, nao vamos desenvolver mais esse assunto
aqui.

Ao invés disso, vamos ver a nocao geral de relacao de congruéncia e estrutura quociente,
e examinar alguns outros exemplos importantes.

9.1 Estrutura quociente

Definicao 9.5 Sejam A um conjunto, x uma operacao bindria em A e R uma relacdo de
equivaléncia em A. Dizemos que R é compativel com x quando, para todos x,x’,y,y € A,
se xRy e 'Ry, entao x xy = 2" *xy .

Como vimos na se¢ao anterior, a relagao de congruéncia é compativel com as operacoes
de adicao e multiplicacao de inteiros.

Definicao 9.6 Sejam A um conjunto, r uma relacdo bindria em A e R uma relacdo de
equivaléncia em A. Dizemos que R é compativel com r quando, para todos x,x',y,y € A, se
xRy e 'Ry, entdo xry se, e somente se, x'ry’.

Definicao 9.7 Sejam A um conjunto, P uma propriedade sobre elementos de A e R uma
relacao de equivaléncia em A. Dizemos que R é compativel com P quando, para todos x,y €
A, se xRy, entao x tem a propriedade P se, e somente se, y tem a propriedade P.

Para quem ja estudou matrizes, temos aqui um exemplo: a relacao de equivaléncia en-
tre matrizes quadradas de mesma ordem ¢ uma relagao de equivaléncia compativel com a
propriedade de singularidade de matrizes quadradas.

Definicao 9.8 Sejam M e N matrizes de mesma ordem n. Dizemos que M e N sdo
equivalentes quando € possivel obter M de N wusando as operacoes de somar duas linhas,
multiplicar uma linha por um valor nao nulo, e trocar a posicao de duas linhas.

A relacao de equivaléncia entre matrizes é uma relagao de equivaléncia no conjunto das
matrizes quadradas de mesma ordem. Vocé sabe explicar por qué?

Definicao 9.9 Seja M uma matriz quadrada. Dizemos que M é singular quando seu deter-
minante € nulo.
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A relacao de equivaléncia entre matrizes quadradas é compativel com a propriedade de
singularidade.

Proposicao 9.3 Para todas M e N matrizes quadradas de mesma ordem, se M e N sao
equivalentes, entao o determinante de M € nulo se, e somente se, o determinante de N é
nulo.

Quando um conjunto A tem uma estrutura associada, com operacoes, funcoes, relagoes,
e/ou propriedades que sdo compativeis com uma determinada rela¢ao de equivalencia R defi-
nida em A, o conjunto quociente A/R também terd uma estrutura associada, com operagoes,
fungoes, relagoes, e/ou propriedades correspondentes aquelas definidas no conjunto A. Ja
vimos um primeiro exemplo desse fenomeno quando definimos as operagoes de adicao e
multiplicagao em Z,. Vejamos, agora, o exemplo da estrutura quociente das matrizes qua-
dradas (para o caso particular de ordem 2) com a relacdo de equivaléncia entre matrizes e a
propriedade de ser singular.

O conjunto quociente das matrizes quadradas de ordem 2 com a relacao de equivaléncia
entre matrizes (Defini¢ao possui infinitas classes de equivaléncia:

0 0 01 10 1 1 a daacR
00| |loo] o1 N,eumacasse 0 0 Nparaca aa .

Uma dessas classes (a classe da matriz nula) possui um tnico elemento. Todas as outras sao
infinitas.

Exercicio 31 Identifique as classes de equivaléncia listadas acima (elementos do conjunto

quociente das matrizes quadradas de ordem 2 com a relagao de equivaléncia entre matrizes)
que sao singulares.
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Capitulo 10

Relacoes de Ordem

Neste capitulo, apresentamos a propriedade da antissimetria de relacoes. Definimos
relagoes de ordem e discutimos como diferenciar as ordens numéricas (sobre o conjunto
N dos ntmeros naturais, o conjunto Z dos numeros inteiros, o conjunto Q dos niumeros
racionais, e o conjunto R dos niimeros reais).

10.1 Motivacao

Algumas relagoes organizam os objetos relacionados em niveis. Por exemplo, se observa-
mos algumas pessoas sentadas em uma escadaria, podemos imaginar estas pessoas organiza-
das em niveis: quem estd em um degrau mais baixo estd em um nivel inferior em relagao as
pessoas que estao em um degrau mais alto. Uma das relagoes mais famosas dentre as que
organizam os objetos relacionados em niveis é a inclusao de conjuntos.

Relembremos as propriedades béasicas da inclusao:

(1) Para todo conjunto A, temos que A C A.
(2) Para todos os conjuntos A, B, se AC Be B C A, entao A = B.
(3) Para todos os conjuntos A, B,C,se AC Be B C (C, entao A C C.

Inclusao organiza os conjuntos

Considere o conjunto das partes do conjunto {z}:

P({z}) = {9, {z}},

o conjunto das partes do conjunto {z,y}:

P({z,y}) = {0 {z} {y}, {z, y}},

e o conjunto das partes do conjunto {z,y, z}:

P({e,y, 2}) = {0, {a}, {y} {=} {w, y} . 2} {w, 2} {20, 23

A seguir temos trés diagramas, chamados Diagramas de Hasse, que representam como a
relagao de inclusdo organiza os subconjuntos de {z} em niveis (Diagrama 1): organiza os
subconjuntos de {z,y} em niveis (Diagrama 2) e organiza os subconjuntos de {x,y, z} em
niveis (Diagrama 3).
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Diagrama 1

{z}

Diagrama 2

{z,y}

Diagrama 3

{z,y,2}

(t2}) (w.2}) ({z2})

{v} {z} {2}

\/

10.2 Relacoes de ordem

Qualquer relacao que tem as mesmas propriedades bésicas que a inclusao também orga-
niza objetos em niveis. Duas das propriedades basicas da inclusao ja sao nossas conhecidas:
a reflexividade e a transitividade. A outra é a antissimetria.

Definicao 10.1 Seja R uma relagao em um conjunto A. Dizemos que R € antissimétrica
quando, para todos x,y € A, se (x,y) € R e (y,z) € R, entdo x = y.

Uma relacdo R em um conjunto A nao é antissimétrica quando existem z,y € A tais que
(x,y) € Re (y,x) € R, mas x # y. Assim, se R é uma relagdo sobre um conjunto finito A
e R é antissimétrica, entao o grafo de R ndo pode ter uma aresta — ligando dois néds e
ter também uma aresta <— na diregao oposta. Se uma relagao R em um conjunto finito
A é antissimétrica, o grafo G[R| ndao pode apresentar uma aresta “que vai” e também uma
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aresta “que volta”, entre o mesmo par de nos.

Aresta que vai e aresta que volta ligando o mesmo par de pontos € proibido, se a relacao é
antissimétrica.

Exemplo 10.1 A relacao R = {(1,3),(2,2),(3,3),(3,4),(4,3)} sobre A ={1,2,3,4} nao é
antissimétrica.

1 2
G[R] : \
£ 30)

Eziste uma aresta que sai do né 3 e vai para o no 4, e também existe uma aresta que volta
do no 4 para o no 3.

Definicao 10.2 Seja A um conjunto e R C A x A. Dizemos que R € uma relacdo de ordem
em A se R € reflexiva, antissimétrica e transitiva.

Exemplo 10.2 Considere o conjunto finito A = {a,e,i,0,u}, a rela¢ao

R ={(a,a),(e,e), (i,7), (0,0), (u, u), (u, a), (0,a), (0,7), (i, a) }
em A, e o grafo G[R):

v /\ )
6%2@

A relagao R é uma relacdo de ordem em A. De fato, R € reflexiva, pois nao temos nos sem
laco; R € antissimétrica, pois nao temos arestas que vao e voltam; R € transitiva, pois nao
temos caminhos compridos sem atalho.

10.3 Diagrama de Hasse

Quando A é um conjunto finito, temos uma outra maneira de representar uma relacao de
ordem R em A por um diagrama, chamado Diagrama de Hasse, que considera as propriedades
de reflexividade, antissimetria e transitividade da relacao.

Como sabemos que a relagao R do Exemplo [10.2f é uma relacao de ordem, podemos
apagar as arestas que representam informacao redundante:

e todos os lagos, pois sabemos que a relagao é reflexiva;
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e a aresta (atalho) o — a, pois sabemos que a relagdo é transitiva e temos o caminho
0—1—a.

Como R também é antissimétrica, sabemos que nenhuma aresta que vai tem uma corres-
pondente voltando. Assim, se convencionamos que as arestas apontam sempre para cima,
podemos mudar um pouco a posi¢cdo dos nos, se necessario, e apagar também:

e as pontas de todas as arestas.

Dada uma relacao de ordem R, chamamos de diagrama de Hasse de R ao diagrama obtido
de G[R] pelo procedimento de:

1. apagar todos os lagos e todos os atalhos,
2. mudar as posigoes dos nds para as arestas apontarem para cima,

3. apagar as pontas das arestas.

Grafo de R:
Diagrama de Hasse de R:

9//\ e e

0 |
5 ;

Podemos também construir o diagrama de Hasse de uma relagao diretamente, sem passar
pelo grafo da relacao. Nesse caso, o diagrama de Hasse para uma relacao R em um conjunto
A é construido assim: desenhamos um ponto para cada elemento de A de modo que, quando
(z,y) € Rex # y, entdo o ponto que representa y deve estar acima do ponto que representa
x; desenhamos tragos ligando os pontos x e y no desenho tais que (z,y) € R e nao existe
ponto z € A tal que (z,z) € R e (z,y) € R. Assim, podemos descobrir qual é o conjunto A
e qual é a relagao de ordem R em A a partir de um diagrama de Hasse. Os elementos do
conjunto A sao os objetos representados pelos pontos do diagrama. Os pares da relagao R
sao os pares de objetos cujos pontos estao ligados no diagrama diretamente por um traco ou
por um caminho que passa por alguns outros pontos ligados por tragos, junto com todos os
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pares de mesma coordenada. A relagao de inclusao em P({x,y}), por exemplo, seria descrita
assim:

C = { (@10 ), pares de objotos
({zt Az, 9}, Qut. {z.y}),  ligados por um trago
(D, {x,y}), par ligado por um caminho
(0,0), {z}, {x}), pares de objetos

{y} {v}), {z, v}, {z,y}) } de mesma coordenada

Em um diagrama de Hasse, entao, nao temos nenhum elemento grafico que represente os
pares que sabemos que pertencem a relacdo de ordem por causa da reflexividade (pares de
mesma coordenada) nem os pares que podemos concluir que pertencem a relagao de ordem
por causa da transitividade (pares ligados por caminhos que passam por um ou mais pontos
intermedidrios). Como diagramas de Hasse sd@o usados para representar relagoes de ordem,
que sao relagoes reflexivas e transitivas (além de antissimétricas), no diagrama temos uma
quantidade de elementos graficos suficientes para representar a relagao com precisao, sem
elementos redundantes.

Vejamos um outro exemplo de relacao de ordem apresentada por um diagrama de Hasse.

Exemplo 10.3 Considere o conjunto A ={2,3,5,6,10,15,30} dos divisores de 30 diferen-
tes de 1 e a relagao R = {(a,b) : a divide b} C Ax A de divisibilidade em A. A sequir temos
o diagrama de Hasse dessa relacao:

ORENORNO

A definicao da relacao por listagem fica assim:

R = { (2,6),(2,10),(3,6),(3,15),(5,10), pares de objetos
(5,15), (6,30), (10, 30), (15, 30), ligados por um traco

(2,30),(3,30),(5,30), ligados por um caminho
(2,2),(3,3),(5,5),(6,6), pares de objetos
(10,10), (15,15),(30,30) } de mesma coordenada

Exemplo 10.4 Vamos considerar também a relacdo de divisibilidade R definida no conjunto
dos digitos A =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Temos que:
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O diagrama de Hasse de R ¢ assim:

Observe que, se R é uma relacao de ordem em um conjunto A, entdao R~! também é
uma relagdo de ordem em A. Se temos o diagrama de Hasse da relacao R, basta virar
o diagrama “de cabeca para baixo” para obter o diagrama de R~'. No exemplo anterior
vimos o diagrama de Hasse da relacdo R no conjunto dos digitos tal que (a,b) € R quando
a divide b. A inversa de R é obtida invertendo-se a ordem dos pares em R. Sabemos que
a divide b quando b é um multiplo de a. Assim, no exemplo anterior, como R é a relagao
de divisibilidade no conjunto dos digitos, entdao R~! é a relacao de ‘ser um muiltiplo de’ no
mesmo conjunto dos digitos. Observe o diagrama de Hasse da relacao de ‘ser um multiplo
de’ no mesmo conjunto dos digitos:

10.4 Ordens numéricas

Os principais exemplos de relacoes de ordem sao as ordens numéricas: < em N, < em
Z, < em Q, < em R. A seguir vamos estudar algumas propriedades que nos permitem
diferenciar estas ordens.

A ordem dos naturais

Definicao 10.3 Seja A um conjunto, R uma relacao de ordem em A ea € A. Dizemos que
a € um primeiro elemento de A seqgundo R quando, para todo b € A temos que (a,b) € R.

Usando a nogao de primeiro elemento, podemos distinguir a relagao de ordem < em N
da relacao de ordem < em Z, Q e R. Sabemos que 0 é um primeiro elemento de N segundo
< e que Z, Q e R nao possuem primeiro elemento, segundo <.

Proposicao 10.1 Para todo conjunto A, toda relacao de ordem R em A e todos a,b € A,
se a e b sao primeiros elementos de A sequndo R, entdo a = b.
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O primeiro elemento de um conjunto A segundo uma relacao de ordem R também é
chamado de elemento minimo de A segundo R.

Exercicio 32 — DESAFIO —
1. Defina ultimo elemento (ou elemento maximo).
2. Mostre que N nao tem ultimo elemento sequndo <.

Observe que, dado um conjunto A, uma relacao de ordem R em A e um elemento a de A,

se a for o primeiro elemento de A segundo R, entao a sera o ultimo elemento de A segundo
R7L

A ordem dos inteiros

Definicao 10.4 Seja A um conjunto e R uma relagao de ordem em A. Dizemos que R é
discreta em A quando para todos a,b € A, temos que {c € A : (a,c) € R e(c,b) € R} €
finito.

Usando a nogao de discretude, podemos diferenciar a relacao de ordem < em N e em Z
da relagao de ordem < em Q e em R. Sabemos que < é discreta em N e em Z e que < nao
é discreta em Q nem em R.

Observe que, dado um conjunto A, uma relacao de ordem R em A, se R for discreta em
A, entao R~ também sers discreta em A.

A ordem dos racionais

Definicao 10.5 Seja A um conjunto e R uma relacdo de ordem em A. Dizemos que R €
densa em A quando para todos a,b € A, se (a,b) € R e a # b, entdo existe ¢ € A tal que
c#a,c#b, (a,c) € Re(c,b) €R.

Ou seja, quando R é densa em A, para todos a,b € A, se (a,b) € R e a # b, entdo o
conjunto {c € A: (a,c) € Re (¢,b) € R} ¢é infinito.

Assim como a nocao de discretude, a nocao de densidade também pode ser usada para
diferenciar a relacao de ordem < em N e em Z da relacao de ordem < em Q e em R. Sabemos
que < nao é densa em N nem em Z e que < ¢é densa em QQ e também em R.

Observe que, dado um conjunto A, uma relacao de ordem R em A, se R for densa em A,
entao R~ também serd densa em A.

A ordem dos reais

Definigao 10.6 Seja A um conjunto, R uma relagao de ordem em A e a € A. Dizemos
que a é um elemento minimal de A sequndo R quando nao existe b € A tal que (b,a) € R e

b+# a.

Imagine que as faixas a seguir representam os degraus de uma escadaria e as letras
representam pessoas sentadas nos degraus.
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Considere a relacao de ordem R no conjunto A = {a,b,c,d,e, f,g,h} das pessoas sentadas
nesta escadaria tal que (z,y) € R quando a pessoa x estd sentada em um degrau abaixo da
pessoa y ou quando x = y. Neste exemplo, a pessoa a sentada no primeiro degrau ocupado
da escadaria é um elemento minimal de A segundo R. No entanto, nem sempre temos um
unico elemento minimal.

Exercicio 33 Considere o conjunto A = {a,b,c,d,e, f,g,h} das pessoas sentadas na esca-
daria e a relagao de ordem R em A, apresentada anteriormente, dada pela posicao de cada
pessoa nos degraus da escadaria.

1. Defina a relagao de ordem R por listagem.
2. Identifique o primeiro elemento de A sequndo R, se existir.

3. Identifique o ultimo elemento de A sequndo R, se existir.

Exercicio 34 — DESAFIO —
1. Considere a relagao de divisibilidade | em N.

(a) Mostre que | é relagdo de ordem em N.
(b) Mostre que N tem primeiro e ltimo elemento sequndo |.

(c) Verifique se | é densa em N.
2. Defina elemento mazimal.
3. Considere a relagao de divisibilidade | em N —{0,1}.

(a) Mostre que N — {0, 1} nao tem primeiro nem tltimo elemento sequndo |.
(b) Identifique os elementos minimais de N — {0, 1} segundo |.

(c¢) Identifique os elementos mazimais de N — {0, 1} segundo |.

Observe que, dado um conjunto A, uma relagao de ordem R em A e um elemento a de
A, se a for um elemento minimal de A segundo R, entao a serd um elemento maximal de A
segundo R

Definicao 10.7 Seja A um conjunto, R uma relacio de ordem em A, X C A ea € A.
Dizemos que a € uma cota inferior de X em A sequndo R quando para todo x € X, temos
que (a,z) € R.

Definicao 10.8 Seja A um conjunto, R uma relagao de ordem em A, X C A. Dizemos

que X € cotado inferiormente em A sequndo R quando existe a € A, tal que a € uma cota
inferior de X em A.
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Observe que o conjunto {z € Q: V2 < x} é cotado inferiormente em Q segundo <.

Definigao 10.9 Seja A um conjunto, R uma relagao de ordem em A, X C A tal que X # @
ea € A. Dizemos que a € o infimo de X em A sequndo R quando a € o ultimo elemento do
conjunto das cotas inferiores de X em A sequndo R.

Definicao 10.10 Seja A um conjunto e R uma relagdo de ordem em A. Dizemos que A €
completo sequndo R quando todo subconjunto de A nao vazio e cotado inferiormente possui
infimo em A, sequndo R.

O conjunto {r € Q : v/2 < 2} ndo possui infimo em Q segundo <. Logo, Q nao é
completo segundo a relagao <. Com isso, podemos diferenciar a relagao de ordem < em Q
da relagao de ordem < em R, pois R é completo segundo a relacao <.

Exercicio 35 — DESAFIO —
1. Defina cota superior.
Defina conjunto cotado superiormente.

Defina supremo.

Mostre que, se A é completo seqgundo R, entdo todo subconjunto de A nao vazio cotado
superiormente possui supremo em A.

Observe que, dado um conjunto A, uma relacao de ordem R em A e um subconjunto X
de A, se X for um cotado inferiormente em A segundo R, entao X sera cotado superiormente
em A segundo R™!. Além disso, se a for o infimo de X em A segundo a relacao R, entao a
serd o supremo de X em A segundo R~

10.5 Exercicios de fixacao e revisao

1. Releia este capitulo e encontre no texto exemplos de acordo com o que se pede a seguir.
(Em alguns casos, o mesmo exemplo pode ser resposta de itens diferentes.)
(a) Uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A finito.
(b) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A infinito.

(c) Uma relacao de ordem R sobre um conjunto A tal que A tenha primeiro elemento
segundo R.

(d) Uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A tal que A tenha tltimo elemento
segundo R.

(e) Uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A tal que A nao tenha primeiro
elemento segundo R.

(f) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A tal que A nao tenha tltimo elemento
segundo R.

(g) Uma relacdo de ordem R sobre um conjunto A tal que A tenha pelo menos dois
elementos minimais segundo R.
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(h) Uma relacdo de ordem R sobre um conjunto A tal que A tenha pelo menos dois
elementos maximais segundo R.

(i) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X seja cotado inferiormente em A segundo R.

(j) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X seja cotado superiormente em A segundo R.

(k) Uma relacao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X nao seja cotado inferiormente em A segundo R.

(1) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X nao seja cotado superiormente em A segundo R.

(m) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X tenha infimo em A segundo R.

(n) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X tenha supremo em A segundo R.

(o) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X nao tenha infimo em A segundo R.

(p) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A e um subconjunto X de A tal que
X nao tenha supremo em A segundo R.

Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A tal que R seja discreta.
Uma relacao de ordem R sobre um conjunto A tal que R nao seja discreta.

)

(r)

(s) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A tal que R seja densa.

(t) Uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A tal que R nao seja densa.
)

Uma relacao de ordem R sobre um conjunto A tal que A seja completo segundo a
relacao R.

(v) Uma relagao de ordem R sobre um conjunto A tal que A nao seja completo segundo
a relacao R.
2. Verdadeiro ou falso? Justifique.

Para qualquer conjunto A e quaisquer relagoes R e S em A, temos que:

(a) Se R ¢é antissimétrica e S é antissimétrica, entdo RN S é anti-simétrica.

Se R ¢é antissimétrica e S ¢é antissimétrica, entao R U S ¢é antissimétrica.

Se R é antissimétrica, entao R~ é antissimétrica.

Se R e S sao relagoes de ordem em A, entao RU S é uma relacao de ordem em A.
Se R e S sao relagoes de ordem em A, entao KNS ¢ uma relacao de ordem em A.

)
)
)
)
f) Se R e S sao relagoes de ordem em A, entdo Ro S é uma relagdo de ordem em A.
) Se R é relagao de ordem em A, entdo R~! é uma relacio de ordem em A.

)

)
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Capitulo 11
Funcoes

Neste capitulo, apresentamos as propriedades de funcionalidade, totalidade, injetividade
e sobrejetividade de relagoes. Definimos funcgoes, bijecoes e a nocao de cardinalidade de
conjunto.

11.1 Funcionalidade, totalidade, injetividade, sobrejetividade

As propriedades de funcionalidade, totalidade, injetividade e sobrejetividade de relagoes
se apresentam aos pares. Funcionalidade e totalidade sao propriedades que verificamos exa-
minando o conjunto de partida de uma relacao, injetividade e sobrejetividade sao verificadas
focando no conjunto de chegada. Funcionalidade e injetividade sao propriedades que fa-
lam da unicidade de certos objetos, totalidade e sobrejetividade, da existéncia. Vejamos as
definicoes.

Definicao 11.1 Seja R C A x B. Dizemos que R ¢ funcional quando, para todos a € A,
b,c € B, se (a,b) € R e (a,c) € R, entao b= c.

Se a relacao é funcional, quando existe um elemento de B relacionado a um elemento de A,
ele é 1nico.

Definicao 11.2 Seja R C A x B. Dizemos que R € total quando para todo a € A, existe
b € B tal que (a,b) € R.
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50

Se a relacao é total, sempre existe um elemento de B relacionado a cada elemento de A.

Definicao 11.3 Seja R C A x B. Dizemos que R € injetiva quando para todos a,c € A,
be B, se(a,b) € R e (c,b) €R, entio a = c.

X

Se a relacao é injetiva, quando existe um elemento de A relacionado a um elemento de B,
ele é tnico.

Definicao 11.4 Seja R C A x B. Dizemos que R € sobrejetiva quando para todo b € B,
existe a € A tal que (a,b) € R.

0

Se a relagao é sobrejetiva, sempre existe um elemento de A relacionado a cada elemento de
B.

Proposicao 11.1 Para toda R C A x B, temos que R™' C B x A e R € funcional se, e
somente se, R™! ¢ injetiva.
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Proposicao 11.2 Para toda relagio R C A x B, temos que R~ C B x A e R € injetiva se,
e somente se, R~! € funcionall.

Proposicao 11.3 Para toda relacio R C A x B, temos que R™' C B x A e R € total se, e
somente se, R™! ¢ sobrejetiva.

A

\v; N
) )
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Proposicao 11.4 Para toda relacio R C A x B, temos que R~ C B x A e R € sobrejetiva
se, e somente se, R~! ¢ total.

NN

A
R
?
A
Rfl
Q ? <
11.2 Funcoes

Definicao 11.5 Seja R C A x B. Dizemos que R é uma funcao de A em B, denotado por
R:A— B, quando R ¢ funcional e total.

Definigao 11.6 Seja f uma funcao de A em B. Dizemos que A é o dominio de f e B é o
contradominio de f.

Quando f : A — B é uma funcao, para cada r € A existe um unico y € B tal que
(x,y) € f. Escrevemos, entao, f(z) = y para representar que (z,y) € f. No caso de
relagbes R C A X B que nao sao fungoes, dado = € A, a notacdo R(x) também é usada
para representar os elementos y € B para os quais (z,y) € R. Mas, nesse caso, podemos ter
varios elementos de B associados a x por R, ou nenhum elemento em B associado a x por
R. Por isso, R(z) denota um conjunto:

R(z)={y € B: (x,y) € R}

que nem sempre é unitario, podendo ser vazio ou ter varios elementos. Da mesma forma,
mesmo quando f : A — B é uma funcdo, nem sempre sua inversa f~! C B x A é uma
fungao. (Como vimos, isso s6 acontece quando f é injetiva e sobrejetiva.) Mas, dado y € B,
também usamos a notagao f~!(y) para representar o conjunto de todos os elementos z € A
tais que (y,x) € f1, ou seja:

[Ty ={recAd:(ya)e f}={reA: f(z) =y}

11.3 Relacoes bijetivas

Definigao 11.7 Seja R C A x B. Dizemos que R € bijetiva se for funcional, total, injetiva
e sobrejetiva.

Quando uma relacao R é bijetiva, dizemos também que R é uma bijecao. Assim, as
bijecoes sao as fungoes injetivas e sobrejetivas.
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Proposicao 11.5 Para toda relacao R C A x B, temos que R € bijetiva se, e somente se,
R satisfaz as sequintes condigoes:

(a) para todo a € A, existe um tinico b € B tal que (a,b) € R, e
(b) para todo b € B, existe um inico a € A tal que (a,b) € R.

Bijecao e cardinalidade

A definicao de cardinalidade, em Teoria dos Conjuntos, estd baseada na mesma ideia
basica que a humanidade usa desde sempre para estabelecer quantidades.

Quando o pastorzinho pré-histérico queria determinar se todas as suas ovelhas que sairam
da caverna no inicio do dia haviam voltado no finzinho da tarde, mesmo sem saber contar nem
conhecer nimeros, ele conseguia fazer isso. O pastorzinho guardava uma certa quantidade
de pedras, exatamente uma para cada ovelha. No fim do dia, colocava uma pedra na sacola
para cada ovelha que entrava na caverna. Se todas as pedras fossem colocadas na sacola,
ele sabia que todas as ovelhas haviam voltado. Se alguma pedra sobrasse, ele sala para
procurar a ovelha perdida. O pastorzinho podia nao saber nomear a quantidade de pedras
ou a quantidade de ovelhas, mas sabia que ele tinha a mesma quantidade de pedras e ovelhas.
Esse é essencialmente o mesmo principio que usamos para “dizer” quantos paes queremos
em uma padaria barulhenta, mostrando um certo nimero de dedos da mao. E é o principio
usado para definir quantidade de elementos (ou cardinalidade) de um conjunto, tanto para
conjuntos finitos quanto para conjuntos infinitos.

Definicao 11.8 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que a cardinalidade de A é menor ou igual a
a _cardinalidade de B quando existe uma func¢ao injetiva de A em B.

Definicao 11.9 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A e B tém a mesma cardinalidade
quando existe uma bijecdao de A em B.

Talvez seja intuitivo pensar que, se temos uma funcao injetiva de A em B e também
uma funcgao injetiva de B em A, entao teremos uma bijecao de A em B. Mas esse nao é um
resultado facil de provar. O Teorema de Cantor, Bernstein e Schroeder, que enunciamos a
seguir, sem apresentar a prova, garante que as defini¢oes que apresentamos para comparar
cardinalidades sao coerentes.
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Teorema 11.1 (Cantor, Bernstein e Schroeder) Para todos os conjuntos A e B, se A
tem cardinalidade menor que a cardinalidade de B e B tem cardinalidade menor que a
cardinalidade de A, entao A e B tém a mesma cardinalidade.

Definicao 11.10 Sejam A um conjunto e n € N. Dizemos que A tem cardinalidade n
quando eziste uma bijecao de A em {1,2,...,n}. Dizemos que A € finito quando um conjunto
A tem cardinalidade n, para algum n € N.

Quando um conjunto A tem cardinalidade n € N, dizemos que n é o niimero de elementos
de A.

Definigao 11.11 Seja A um conjunto. Dizemos que A é enumerdvel quando existe uma
bijecao de N em A.

Usamos a primeira letra do alfabeto hebraico (o alef), com subindice zero, para repre-
sentar a cardinalidade de conjuntos enumeraveis. Assim, dizemos por exemplo que N tem
cardinalidade N.

Definigao 11.12 Seja A um conjunto. Dizemos que A ¢é infinito quando eziste um subcon-
junto B de A tal que B # A e existe uma bijecao de A em B.

Note que nao definimos que um conjunto é infinito quando ele nao é finito. Isso é
verdade, mas nao é um resultado que segue imediatamente das defini¢oes de conjunto finito
e conjunto infinito. Nos préximos capitulos, vamos falar mais sobre a cardinalidade de
conjuntos infinitos e veremos, em particular, que existem conjuntos infinitos que nao sao
enumeraveis.

11.4 Exercicios de fixacao e revisao

1. Para cada relagao R de A = {a,b,c,d} em B = {1,2,3,4,5} a seguir, determine se R
é uma funcao de A em B. Justifique as respostas negativas.

b) R K )A,@,Q)J¢®A¢®}
(©) B={(a,1),(b,2),(c,3),(d,5)}
(d) R={(a,1),(b,2),(c,2),(d, 1)}

) B ={(a,5),(b,5),(c,5),(d,5)

= {(a,

2. Para cada relagao do item anterior que nao é uma funcao, determine se ela é uma
relacao funcional de A em B.

9

3. Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B = {a,b,¢,d}. Considere também as fungoes
f=1{1,a),(2,a),(3,b)} e g ={(1,a),(2,b), (3,¢)}, de A em B. Explique por que nem
f~! nem ¢! sdo funcoes de B em A.

4. Para cada relacao R de Z em Z a seguir, determine se R é uma funcao de Z em Z.
Justifique as respostas negativas.

(a) R={(a,a]):aecZ}
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10.

11.
12.
13.
14.
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() R={(lala) -0 €2
(c) R={(a,a*):a €Z}
(d) R={(a*a):a€Z}
() R={(a,a+1):a€cZ}
f) R={(a+1,a):ae€Z}
(g) R={(20,0) :a€Z}

. Para cada relagao do item [4] que ndo é uma fun¢io, determine se ela é uma relagao

funcional de A em B.

. Para cada relacao do item[d que é funcional, apresente a relagao usando a notagao usual

para fungoes, isto é, “R : Z — Z tal que R(x) = ...” (troque as reticéncias pela lei de
associagao da relagao).

. Dentre as fungoes identificadas no item [4] determine as que sdo injetivas.
. Dentre as fungoes identificadas no item [4] determine as que sao sobrejetivas.

. Verifique se as fungoes a seguir sao injetivas e sobrejetivas.

(a) f:R? = R tal que f(z,y) = 2* — y>.
(b) f:R? = R3 tal que f(z,y) = (z,z + 1,7).

Considere a fungao f(a) = a® em N, em Z, em Q e em R. Determine em quais casos f
¢é injetiva e em quais casos f € sobrejetiva.

Encontre exemplos de fungoes f : N — Ne g: N — N tais que fog # go f.
Encontre um exemplo de uma funcao f : Z — Z cuja inversa nao é uma funcao.
Encontre um exemplo de uma fungao f : N — N cuja inversa nao é uma fungao.

Para cada funcao a seguir, determine o dominio, a imagem e a inversa.

(a) y==
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(b) y =2z -3

m-
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.
.
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.
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.
w
]
.
o
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(e) y = |z

(f) y = logy(x)

(g) y = sen(x)
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(i) y = cos(x)

[ U 1 D N S
-1

15. Prove por inducao que:
(a) Para toda funcao f : R — R, se f(zy) = f(x) + f(y) para todos z,y € R, entao,
para todo natural n temos que f(z") = nf(z).
(

(b) Para toda fungdo f : R — R, se f(xy) = f(x)f(y) para todos z,y € R, entao,
para todo natural n temos que f(z") = f(z)".

(c) Para todo real x # 1, temos que, para todo natural n:
2n+1

1—=x

14+2)(1+22) 1424 (1 +2*) = T2
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Capitulo 12

Hotel de Hilbert

Neste capitulo, usando o conceito de bijecao, discutimos a cardinalidade de alguns con-
juntos numéricos infinitos, através da alegoria do Hotel de Hilbert.

12.1 Hotel de Hilbert

Longe, muito longe,

em um ponto infinitamente
distante no universo, existe um
lugar onde as pessoas convivem com o
infinito. Elas nao se espantam com ele, mas

o compreendem e tiram proveito desta convi-

vencia. Dentre as muitas coisas diferentes que
existem por 14, se destaca um hotel infinito,

conhecido como Hotel de Hilbert (HH).

Femme cABE
MAE(S up

P.

Como ¢é de se esperar, a tecnologia e a engenharia utilizadas na construcao do HH sao
muito avancadas.
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O HH ¢ chiquérrimo:
— HH nao tem elevador, mas teletransporte instantaneo;
— HH possui exatamente um quarto por andar;

— HH possui infinitos quartos, numerados por nimeros naturais nao-nulos (ezatamente
um quarto para cada elemento de N*).

Assim, HH nao tem cobertura!

Congresso Intergalatico de Matematica

Um congresso intergalatico de Matematica vai acontecer nas imediagoes do HH. De todos
os infinitos cantos do universo infinito, chegam infinitas pessoas que fazem Matematica para
se hospedar no HH.

Todas as pessoas que vao participar do congresso intergaldtico de Matematica chegam
ao mesmo tempo, em um Onibus espacial com infinitos lugares, eratamente um para cada
elemento de N*, fretado pela organizagao do congresso. Apés a chegada do onibus, todas as
pessoas sao confortavelmente instaladas em seus quartos e o HH fica lotado.

12.2 Problemas 1, 2, 3, e n

Como é de esperar, um matemaético terrestre (brasileiro?) perde o 6nibus e chega atra-
sado. Quando ele chega, apds todas as outras pessoas que chegaram no 6nibus do congresso
ja estarem hospedadas, o HH esté lotado.
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A brg
Hocq,,;_’:A

Como o HH ¢ chiquérrimo, s6 é permitido hospedar uma pessoa em cada quarto. Sera
que esse atrasadinho vai ter que procurar outro hotel?

SETAM coMENTE
BEM viNDog

Problema 1
O HH esta lotado, com uma pessoa em
cada quarto. Chega mais 1 héspede ao HH.
Como o gerente podera hospedar essa pessoa?

P.

Solucao 1. Para cada k € N*, o gerente teletransporta a pessoa que estd hospedada no
quarto k para o quarto k + 1. Desta maneira, o quarto 1 fica desocupado. Assim, a pessoa
recém-chegada ocupa o quarto 1. Observe que os infinitos teletransportes acima foram feitos
simultaneamente, isto é, no mesmo instante, todas as pessoas mudaram de quarto, cada
hoéspede indo para o quarto seguinte ao que ocupava anteriormente.

hospedes quartos
A solucao apresentada pelo gerente pode
: : ser representada pela funcao
n—+1 n-+2
n n+1 s:N*U{b} - N*

=N W
[<<]
2
=
|
—N
5
_l_
—_
)
D
8
m
z
*

O dominio da fungao representa as pessoas hospedadas no HH (as que chegaram no énibus
do congresso e a recém-chegada) e o contradominio representa os quartos do HH. Como esta
fungao s é uma bijecao, a cada héspede (que chegou no énibus ou que acaba de chegar)
corresponde um (tinico) quarto e nao sobra nenhum quarto desocupado.
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P

Alguns minutos depois, chegam mais dois matemadticos terrestres (argentinos?) que
também perderam o onibus fretado do congresso. Quando eles chegam, o matematico bra-
sileiro ja esta instalado e o HH estd novamente lotado.

SETAM MENTE
BEM viNDos

Problema 2
O HH esta lotado, com uma pessoa hos-
pedada em cada quarto. Chegam mais 2
hospedes ao HH. Como o gerente podera hos-
pedar essas pessoas?

P

Solugao 2. Para cada k € N*, o gerente teletransporta, simultaneamente para todas as
pessoas hospedadas, quem ocupa o quarto k para o quarto k + 2. Desta maneira, os quartos
1 e 2 ficam desocupados. Assim, as pessoas recém-chegadas ocupam os quartos 1 e 2.

hdsped t
ospedes quartos A solugao apresentada pelo gerente pode
: : ser representada pela funcao
n+1 n+3
n n—+2 s:N*U{ay,ar} — N*
3 i tal que
2 4
1 3] r+2sexreN*
Bl s(z) =< lsex=a
a2 = 2 se x = as
aq L

Novamente, o dominio da fungao representa as pessoas hospedadas (as recém-chegadas
e quem ja estava l4 anteriormente) e o contradominio representa os quartos do HH. Como
esta fungao s é uma bijegao, a cada uma das pessoas corresponde um (tinico) quarto e nao
sobra nenhum quarto desocupado.
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0_TEOREMA BiNoMiAL
E TAs BomTo gvanTs
A VENVS Dt miLo!,

=
-

1

Mais alguns minutos e chegam trés matematicos portugueses. Eles ficaram esperando o
onibus fretado do congresso no lugar errado e também acabaram perdendo o 6nibus. Quando
eles chegam, os mateméaticos argentinos ja estao instalados e o HH estd novamente lotado.

P.

SETAM coMENTE
BEM viNDos

Problema 3
Chegam mais 3 hospedes ao HH lotado.
Como o gerente poderd hospedar essas pes-
soas?

3

s =

<
P

Solucao 3. Para cada k € N* o gerente teletransporta, simultaneamente para todas as
pessoas hospedadas, quem ocupa o quarto k£ para o quarto k£ + 3. Os 3 primeiros quartos
ficam desocupados. As pessoas recém-chegadas ocupam os 3 primeiros quartos.

hdspedes quartos A solucao apresentada pelo gerente pode
ser representada pela funcao

n—+1 n+4

n n+3 s :N"U{p1,p2,p3} = N
é E tal que

1 4]

D3 3] r+3sexeN*
D2 i S(x):{z'sex:pi

h I

Mais uma vez, o dominio da fungao representa as pessoas hospedadas e o contradominio
representa os quartos do HH. Como esta fungao s é uma bijecao, a cada hospede corresponde
um (Unico) quarto e nao sobra nenhum quarto desocupado.
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Ainda de manha chegam muitas pessoas, de vérios institutos de Matemdica chineses,
atrasadas para o congresso. Sao muitas, a geréncia do HH nao divulgou exatamente quantas,
mas é uma quantidade finita que foi denotada por n. Quando elas chegam, os matematicos
portugueses ja estao instalados e o HH esta novamente lotado.

SETANM coMENTE
BEM viNDos

Problema n
Chegam mais n héspedes ao HH lotado.
Como o gerente podera hospedar essas pes-
soas?

P

Solucao n. Para cada k € N* o gerente teletransporta, simultaneamente para todas as
pessoas hospedadas, quem ocupa o quarto k para o quarto k + n. Os n primeiros quartos
ficam desocupados. As pessoas recém-chegadas da China ocupam os n primeiros quartos.

héspedes quartos A solucao apresentada pelo gerente pode
ser representada pela funcao

m+1 s:NU{e1,¢9,...,¢,} — N
m-+n

m
tal que
1 1+n 1 8¢ X = ¢

Cn

Co
C1

Também nesse caso foi possivel encontrar uma bijecao associando todas as pessoas (as
recém-chegadas e as que ja estavam hospedadas anteriormente) a quartos do HH.
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12.3 Problemas w, 2w, 3w, e mw

Vamos denotar por w uma quantidade de objetos que cabe exatamente no HH, sendo
exatamente um objeto em cada quarto e exatamente um quarto para cada objeto. Assim,
por exemplo, a quantidade de ntimeros naturais nao nulos é denotada por w.

Na rua do HH existem muitos hotéis infinitos. O hotel infinito bem em frente ao HH
também esta lotado e sofre um incéndio. Os bombeiros intergalaticos sao muito eficientes.
E gracas ao trabalho deles, todos os héspedes do hotel que pegou fogo foram salvos. Mas o
hotel ficou destruido.

SETAM coMENTE
BEM viNDos

Problema w

Chega mais uma quantidade infinita de
pessoas querendo se hospedar no HH lotado,
uma pessoa para cada nimero natural nao-
P. nulo. Como o gerente poderd hospedar essas
pessoas?

Par-ou-impar. Pensando neste problema, o gerente se lembra do jogo de par-ou-impar.
Ele separa os quartos em dois grupos: (P) quartos cujo nimero dé a vitéria a quem pediu
par e (I) quartos cujo nimero da a vitéria a quem pediu impar.

Enquanto, do ponto de vista usual, vemos a
numeragcao dos quartos do HH desta maneira:

=
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}3
=
+

N

}3
=
+

=
—

O gerente, pensando no jogo de par-ou-impar,
visualiza a numeracao dos quartos do HH do
seguinte modo:

DO
¥
DO
7
—_

[ofe]=]o] -
[=feefer~] -

Solucao w. Para cada k € N*, o gerente teletransporta simultaneamente a pessoa que ocupa
o quarto k para o quarto 2k. Apenas os quartos pares ficam ocupados. Todos os quartos
impares ficam desocupados. As pessoas recém-chegadas vao ocupar os quartos impares.

quartos A solucao apresentada pelo gerente pode
ser representada pela funcao

héspedes

s:N"U{g:ie N} - N
Gn M tal que
:
33 (z) = 2r se x € N*
G sW) = 20— 1lsex=gq
a1 1

E ainda nesse caso temos uma bijecao associando todas as pessoas hospedadas (as recém-
chegadas e as que estavam no HH anteriormente) a quartos do HH.
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No dia seguinte, dois hotéis infinitos lotados na mesma rua vao a faléncia. Dois grupos
infinitos de pessoas ficam desalojadas.

SETAM MENTE
BEM viNDos

Problema 2w

Chegam mais 2 grupos infinitos de pes-
soas querendo se hospedar no HH lotado, 2
pessoas para cada nimero natural nao-nulo.
P. Como o gerente poderda hospedar essas pes-
soas?

Par-ou-impar-de-trés. Pensando neste problema, o gerente se lembra do jogo de par-ou-
impar-de-trés. Naquele ponto distante do universo, quando trés criancas precisam decidir
quem comeca uma brincadeira, elas nao tiram zerinho-ou-um. Elas jogam par-ou-impar-de-
trés. Neste jogo, cada crianca, ao invés de escolher par ou impar, escolhe um resto na divisao
por trés: zero, um ou dois. Depois fazem a dedanha, somam os niimeros e se o valor obtido
for um multiplo de trés (resto 0 na divisao por trés), ganha quem escolheu zero, se o valor
obtido der resto 1 na divisao por trés, ganha quem escolheu um, se o valor obtido der resto
2 na divisao por trés, ganha quem escolheu dozs.

O gerente, pensando no jogo de par-ou- 3(n+1) 3(n+1)-1 3(n+1)-2
impar-de-trés, visualiza a numeracao dos |3_n[ 3n-1 3n-2

quartos do HH assim: : .
9] 8] 7]
6] 5] 4]

Solucao 2w. Para cada k € N*, o gerente teletransporta simultaneamente a pessoa que
ocupa o quarto k para o quarto 3k. Apenas os quartos numerados por multiplos de 3
ficam ocupados. Todos os quartos numerados por nimeros das formas 3k — 1 e 3k — 2
ficam desocupados. As pessoas recém-chegadas do grupo 1 ocupam os quartos numerados
por naturais da forma 3k — 1. As pessoas recém-chegadas do grupo 2 ocupam os quartos
numerados por naturais da forma 3k — 2.

—_
—_

E3
=

El
]

quartos A solucao apresentada pelo gerente pode
ser representada pela funcao

héspedes ;L?’nl s NU{f} : ieN"}U{f; : ieN"} > N*
3?_2 tal que
r 2 n 3z se x € N* '
Con s B
22
R C R
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Temos uma bije¢ao associando todas as pessoas hospedadas (recém-chegadas e as que ja
estavam no HH) a quartos do HH.

AR AT

\

Por volta de meio-dia, é deflagrada uma greve de funcionarios em trés hotéis infinitos, de
uma mesma rede, que estavam lotados. Trés grupos infinitos de pessoas ficam desalojadas.

SEJAM MENTE
@@ BEM viNDos
,,\L Chegam mais 3 grupos infinitos de pes-

= soas querendo se hospedar no HH lotado, 3
pessoas para cada nuimero natural nao-nulo.
P. Como o gerente podera hospedar essas pess-

soas?

Problema 3w

3

Par-ou-impar-de-quatro. O gerente, pensando no jogo de par-ou-impar-de-quatro, visu-
aliza a numeracao dos quartos do HH assim:

b
=
+ ...
—_
N
w

4(n+1) 4(n+1)-1 4(n+1)-2
|4_n[ 4n-1 4n-2 4n-3

16 15 14
11 10

12
6]
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Solucao 3w. Para cada k € N*, o gerente teletransporta simultaneamente quem ocupa o
quarto k para o quarto 4k. Apenas os quartos numerados por multiplos de 4 ficam ocupados.
Os quartos numerados por nimeros das formas 4k — 1, 4k — 2 e 4k — 3 ficam desocupados.
As pessoas recém-chegadas do grupo 1 ocupam os quartos numerados por nimeros da forma
4k — 1. As pessoas recém-chegadas do grupo 2 ocupam os quartos numerados por nimeros
da forma 4k — 2. As pessoas recém-chegadas do grupo 3 ocupam os quartos numerados por
nimeros da forma 4k — 3.

quartos A solucao apresentada pelo gerente pode
ser representada pela funcao s do conjunto
4n N*U{gi:i e N}U
4n-1 {92 1€ N} U{gs:i e N}
4n-2

em N* tal que

s(z) = 4x se x € N* '
| 4 —isex =g

hospedes

n n
o) gs n

[=leefeel] [=]---

g g 3
% g 2
g g 1

Temos uma bijecao associando todas as pessoas hospedadas agora (tanto as recém-
chegadas quanto as que ji estavam no hotel) a quartos do HH.

Terremoto

As coisas nao andam bem naquela parte remota da galéxia. .. Logo depois, um terremoto
destréi alguns hotéis infinitos, lotados, de uma das infinitas ruas paralelas. A defesa civil
é muito eficiente e, gracas ao trabalho dela, todas as pessoas foram resgatadas ilesas. Mas
ainda nao foi divulgado o ntimero exato de hotéis atingidos. Sabe-se apenas que foi um
nimero finito de hotéis, que podemos denotar por m. Assim, m grupos infinitos de pessoas
ficam desalojadas.

Vamos denotar por mw a quantidade de objetos em um grupo de objetos que esté dividido
em exatamente m categorias, de maneira que em cada uma destas categorias existem exata-
mente w objetos. Assim, por exemplo, a quantidade de pessoas desalojadas pelo terremoto
é mw.

SETAM oMENTE
BEM viNDos

Problema mw
Chegam m grupos infinitos de pessoas que-
rendo se hospedar no HH lotado, m pessoas
para cada nimero natural nao-nulo. Como o
gerente podera hospedar essas pessoas?

©) cC BY SA 136 R. de Freitas e P. Viana



Prova do Teorema de Cantor: Uma Introducao a Pratica Matematica

Par-ou-impar-de-muitos. O gerente, pensando no jogo de par-ou-impar-de-muitos, visu-
aliza a numeracao dos quartos do HH assim:

\nm—i—n\ ‘nm—;—n—l‘ ‘nm—m.+n+2‘ ‘nm—m‘—l—n—l—l‘ ’nm—l'n—l—n\

4m-+-4 4m+-3 e 3m-+6 3m-+5 3m-+4
3m+3 3m-+2 e 2m-+5 2m-+4 2m-+3

2m+-2 2m+1 ce m-+4 m+3 m+2
m+1
Solucao mw. Para cada k € N*| o gerente teletransporta, simultaneamente para todas as

pessoas, quem ocupa o quarto k para o quarto (m + 1)k. Apenas os quartos numerados por
multiplos de m + 1 ficam ocupados. Os quartos numerados por naturais das formas

- 7

(m+1k—1,(m+1)k—-2,(m+1)k—3,...,(m+1)k—m
m formas

ficam desocupados. Para cada i € {1,2,3,...,m}, os novos héspedes do grupo i ocupam os
quartos numerados por naturais da forma (m + 1)k — 1.

quartos
(m+1)n
(m+1)n-(m-2)
hdspedes

£ mon

1 3

5 ty 2]

& ol 1]

A solucao apresentada pelo gerente pode ser representada pela funcao
s NU{t;:jeNYU{t]: jeNIU{t]:jeN}U---U{t]:jeN} - N

tal que
(z) = (m+1)x se x € N*
S\ = (m+1)i—jsex =t

coml<i<meje N
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12.4 Problemas w?, Z, e Q

Maremoto

Para piorar a situagao. . .a tarde, um maremoto destrdi todos os infinitos hotéis infinitos
da infinita avenida da infinita beira-mar de hotéis. Assim, infinitos grupos infinitos de pessoas
ficam desalojadas.

Vamos denotar por w x w = w? a quantidade de objetos em um grupo de objetos que
esta dividido em exatamente w categorias, de maneira que em cada uma destas categorias
existem exatamente w objetos. Assim, por exemplo, a quantidade de pessoas desalojadas
pelo maremoto é w?.

SETAM OMENTE Problema w?

N ©:L© il Chegam mais infinitos grupos infinitos de
_—— pessoas querendo se hospedar no HH lotado,

um grupo para cada numero natural nao-

P. nulo, cada grupo contendo uma pessoa para

cada numero natural nao-nulo. Como o ge-
rente podera hospedar essas pessoas?

E aqui que o gerente se lembra do que aprendeu na escola sobre os nimeros primos
2,3,5,7,11,13, ... Ele aprendeu que:

— Um numero natural é primo se, e somente se, ele possui exatamente dois divisores.
— Assim, o nimero 1 nao é primo.

— Existem infinitos niimeros primos.

— Para cada natural n > 1, existe um primo p,, que lhe corresponde.

— Cada natural maior do que 1 pode ser escrito como um produto de fatores primos.

— Se ordenamos os fatores em ordem nao decrescente, este produto é univocamente de-
terminado.

Para cada natural n > 1 existem tnicos

k7p17p27"'7pk7a17a27"'7ak

tais que k, a1, o, ...,q, sao numeros naturais, pi,ps,...,Pr SA0
numeros primos, p1 < py < ... < pi e

— (e pNe %] QA
n=p; Py~ Dy

Como o gerente do HH gosta muito de Aritmética, seu conhecimento sobre ntimeros na-
turais nao se resume apenas aos numeros primos. Ele também estudou a relacao de divisibili-
dade e aprendeu que, sobre os niimeros naturais, estd definida uma relagao de divisibilidade,
denotada por uma barra vertical |. Dados m e n, nimeros naturais, temos que m|n se, e
somente se, existe k tal que n = mk. Ou seja, m|n significa que quando dividimos n por m,
encontramos resto igual a zero. A relacao de divisibilidade tem as seguintes propriedades:
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— é reflexiva, isto é, para todo n € N, temos n|n.
— é antissimétrica, isto é, para todos m,n € N, se m|n e n|m, entdo m = n.
— ¢é transitiva, isto é, para todos m,n,k € N, se m|n e n|k, entao m|k.

A relacao < de ordem sobre niimeros naturais tem propriedades andlogas a essas.
Outra semelhanca entre < e | é a seguinte:

— Se m < n, entao existe apenas uma quantidade finita de ntimeros k tais que m < k e
k<n.

— Se m|n, entao existe apenas uma quantidade finita de nimeros k tais que m|k e k|n.
Uma grande diferenca entre < e | é a seguinte:
— Para todos m,n € N, oum <noun <m.

— Mas existem m,n € N, tais que m nao divide n e n nao divide m. Por exemplo, 2 nao
divide 3 e 3 nao divide 2.

Assim, enquanto, do ponto de vista usual, vemos a numeracao dos quartos do HH desta
maneira:

=

O gerente, pensando na relagao de divisibilidade e nos ntimeros primos, visualiza a nu-
meracgao dos quartos do HH assim:

p?lng“' pgk (a1+ag+-+a,=1)

36| [40] [54] |56] |60] |80 |81
20| |27] |28 |30 |42] |44
10] |14 [15] |21] |22] |25

18
9]
5] [7] [11] [13] [17] [19] [23

No i-ésimo nivel (i > 2), temos produtos pi'ps? - - - pp* de i primos, com repetigao, ou
seja, i = + g+ -+ .

24
12
6]

BN
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Solucao w?. Para cada k € N*, o gerente teletransporta, simultaneamente para todas as
pessoas hospedadas, quem ocupa o quarto k para o quarto identificado pelo k-ésimo nimero
primo. Apenas os quartos identificados por niimeros primos ficam ocupados. Os quartos
identificados por niimeros compostos ficam desocupados. Para cada j € N* as pessoas
recém-chegadas do grupo j ocupam os quartos identificados por produtos de j + 1 niimeros
primos.

16

D : 13
my  my md n 12
: : : : 11
mS  m$ ms 6 ]
my  ms m? 4 18]
m3 m3 m; 2 6]
my  mi m} 1 15|
3

2

1]

A solucao apresentada pelo gerente pode ser representada pela funcao
s:N*U{m{:ieN}U{mj:ieN}U---U{m}:ieN}U--- - N

tal que
x-ésimo numero primo, se r € N*
i

s(x) = . . . :
(z) { J-ésimo produto de i 4+ 1 nimeros primos, se x = m;

Exercicio 36 Essa solucao apresentada pelo gerente nao é muito eficiente, pois um dos
quartos fica desocupado.

(a) Identifique qual quarto ficou desocupado.

(b) Encontre uma solugdo mais eficiente, ou seja, uma cujo resultado corresponda a 100%
de ocupacao do HH.
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O congresso intergalatico de Matematica finalmente termina e, no dia seguinte, todos
os quartos do HH estao livres. Mas isso nao significa que o gerente do HH terd um dia de
folga. O metro espacial daquela parte da galdxia possui trens infinitos, com um assento para
cada nimero inteiro. Naquele mesmo dia, logo no inicio da tarde, chega um trem de metro
espacial infinito, lotado de pessoas querendo se hospedar no HH.

SETAM coMENTE
BEM viNDos

Problema 7Z

Chega um grupo infinito de pessoas que-
rendo se hospedar no HH completamente de-
socupado, uma pessoar para cada nimero in-
P. teiro. Como o gerente poderd hospedar essas
pessoas?

Solugao 7Z. Todos os quartos estao desocupados. A pessoa que estava no assento de
nimero zero do trem ocupa o quarto de nimero 1. As pessoas que estavam nos assentos
identificados por ntmeros inteiros positivos ocupam os quartos identificados por nimeros
pares. As pessoas que estavam nos assentos identificados por nimeros inteiros negativos
ocupam os quartos identificados por niimeros impares maiores que 1.

quartos

héspedes
—n n
o
-3 3
-2 2
-1 01

Exercicio 37 Defina a bijecao que representa a solugao apresentada pelo gerente para o
Problema 7.
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As empresas de engenharia daquela parte da galaxia investem pesado em pesquisa que
desenvolve a tecnologia avancadissima que temos por la.

Prevendo os problemas de transito que podem surgir no futuro, estao desenvolvendo um
novo trem para o metrd. Esta nova tecnologia utiliza um processo de miniaturizacao, que
permite construir trens que possuem um assento entre cada par de assentos dados. Um
desses trens, que possui um assento para cada numero racional, estd em fase de teses mas,
estando lotado, apresenta um defeito ao parar na estagao bem em frente ao HH, em um dos
rarissimos dias em que o HH estava completamente desocupado. Nem na baixa temporada
o gerente do HH pode descansar.

SETAM coMeNTE

i Problema Q
BEM viNDos

Chega um grupo infinito de pessoas que-
rendo se hospedar no HH completamente de-
socupado, contendo uma pessoa para cada
P. numero racional. Como o gerente podera hos-
pedar essas pesssoas?

Solugao Q. O HH esta completamente desocupado.

- A pessoa que viajou no assento zero ocupa o quarto 1.

=

. . ~ p b ) ~
Podemos considerar que cada racional nao-nulo € da forma =, onde = € uma fracao
q

irredutivel (p #0 eq>0).

. . ~ p
Assim, para cada racional nao-nulo = € Q:

=)

- se p > 0, entao a pessoa que viajou no assento d ocupa o quarto identificado pelo
q

2p-ésimo produto de q numeros primos;

- se p < 0, entao a pessoa que viajou no assento d ocupa o quarto identificado pelo
q

(—2p — 1)-ésimo produto de q nimeros primos.
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Exercicio 38 1. Defina a funcdao que representa a solu¢do apresentada pelo gerente para
o Problema Q.

2. Observe que, novamente, o gerente do HH nao foi muito eficiente. Alguns quartos
ficaram desocupados. Identifique quais quartos ficaram desocupados.

3. Usando o processo de miniaturizacao, as empresas de tecnologia poderiam ser ainda
mais eficientes no aproveitamento de espaco, desenvolvendo um trem de metro de com-
primento finito, mas ainda com um assento para cada numero racional. Para ilustrar
essa ideia, encontre uma bijecao entre Q e o conjunto dos niumeros racionais entre —1

el.

12.5 Problema R

O projeto de pesquisa de um conceituado grupo de cientistas propoe desenvolver um trem
de metro com um assento para cada nimero real.

O objetivo é minimizar o custo com matéria prima, maximizando o aproveitamento do
espago, ja que os trens com um assento para cada nimero racional possuem espagos vagos,
correspondentes aos numeros irracionais.

Questao R
Se chegasse um grupo infinito de pessoas
ao HH completamente desocupado, contendo
R .
um pessoa para cada nimero real, o gerente
poderia hospedar todas essas pessoas?

ESTOU ;xoMENTE
DESoLADD

P. Resposta
Nao!
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Diagonal de Cantor

Antes de apresentar o Argumento da Diagonal de Cantor e resolver (negativamente) o
Problema R, vamos fazer algumas consideracoes sobre os conjuntos numéricos.

Numeros naturais. Um numero é natural se, e somente se, ele pode ser representado por
uma sequéncia finita de digitos que nao comega com 0.

Numeros inteiros. Um nimero € inteiro se, e somente se, ele pode ser representado por
uma sequéncia finita que consiste de duas partes:

e um dos sinais + ou —

e uma sequéncia finita de digitos que nao comeca com 0

Numeros racionais. Um numero é racional se, e somente se, ele pode ser representado por
uma sequéncia finita que consiste de quatro partes:

e um dos sinais + ou —

e ( ou uma sequéncia finita de digitos que nao comeca por 0

e uma virgula ,

e uma sequéncia infinita de digitos formada de um dos dois modos seguintes:
— uma sequeéncia finita de digitos seguida de 0’s

— uma sequencia finita de digitos que se repete indefinidamente

Numeros reais. Um numero é real se, e somente se, ele pode ser representado por uma
sequéncia finita que consiste de quatro partes:

e um dos sinais + ou —
e 0 ou uma sequéncia finita de digitos que nao comeca por 0
e uma virgula ,

e uma sequéncia infinita de digitos que ndo termina em uma sequéncia infinita de 0’s

O intervalo (0,1) € R. Um nutmero real estd entre 0 e 1 se, e somente se, ele é uma
sequéncia infinita de digitos que

e comeca com um sinal +
e seguido de uma ocorréncia de 0
e seguida de uma virgula ,

e uma sequeéncia infinita de digitos que nao termina em uma sequéncia infinita de 0’s e
nio é a sequéncia com todos os digitos iguais a 9/[1]

Pois 0,99999... representaria o nimero 1.
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A estratégia do argumento da diagonal que vamos apresentar se baseia também no se-
guinte fato:

se A C B e nao ha quartos no HH suficientes para alojar todas as pessoas do
conjunto A, entao também nao ha quartos suficientes no HH para alojar todas as
pessoas do conjunto B.

A estratégia do gerente do HH é provar que, se temos tantas pessoas querendo se hospedar
no HH quantos nimeros reais no intervalo (0, 1), entao nao ha quartos no HH suficientes para
alojar todas essas pessoas. Assim, como (0,1) C R, o gerente pode concluir que, se temos
tantas pessoas quantos numeros reais, nao é possivel hospedar no HH todas essas pessoass.

Solucao (negativa) R. Considere um grupo de pessoas querendo se hospedar no HH,
identificadas pelos nimeros reais no intervalo (0,1). Imagine que o gerente pensou ter
alojado todas essas pessoas no HH, como segue:

Quarto k — Héspede O, dkl dkg dkg dk4 tee dkk dk(k+1) tee

Quarto 4 — Héspede O, d41 d42 d43 (144 s d4k d4(k+1) cee
Quarto 3 - Héspede O, dgl d32 dg;; d34 s dgk dg(k+1) te
Quarto 2 - Héspede O, dgl (122 d23 d24 s dgk dg(k+1) tee
Quarto 1 — Héspede O, dll d12 d13 d14 cee dlk dl(k+1) cee

Podemos mostrar que o gerente se enganou, pois podemos identificar uma pessoa
)
! !/ !/ ! !/
0>d11 22W33Ugq " " " Upp " 7

que nao estd em nenhum dos quartos. Basta definir o digito d’ como segue:

J — 0 sed=29
Sl d+1 sed#9

12.6 Exercicios de fixacao e revisao

1. Prove que o conjunto M(3) = {a € N: a = 3b, com b € N} dos multiplos de 3 é um
conjunto enumeravel.

2. Prove que o conjunto I = {a € N:a =2b+ 1, com b € N} dos niimeros impares é um
conjunto enumeravel.

3. Prove que o conjunto P = {a € N : a = 2b, com b € N} dos nimeros pares é um
conjunto infinito.

4. Prove que o conjunto M(4) = {a € N : a = 4b, com b € N} dos multiplos de 4 é um
conjunto infinito.
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5. Se A e B sao conjuntos infinitos e existe uma funcao injetiva de A em B e A nao é
enumeravel, entao B também nao é enumeravel. Usando esse fato, prove que:
(a) O conjunto R x R nao é enumerdvel.
(b) O conjunto C dos nimeros complexos nao é enumeravel.
6. Se A e B sao conjuntos enumeraveis, entao AU B é um conjunto enumeravel. Usando
esse fato, prove que o conjunto dos niimeros irracionais nao é enumeravel.

Dica: lembre que R é a uniao do conjunto dos numeros racionais com o conjunto dos
numeros irracionais e use o Método de Reducao ao Absurdo.
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Capitulo 13

Teorema de Cantor

Neste capitulo, apresentamos a prova do Teorema de Cantor, que diz que a cardinalidade
do conjunto das partes de qualquer conjunto é estritamente maior que a cardinalidade do
proprio conjunto. Informalmente, podemos dizer que o conjunto das partes de qualquer
conjunto tem “mais elementos” que o proprio conjunto.

*

Foi na prova desse resultado que Cantor usou o hoje chamado Argumento da Diagonal, que
nds j& usamos, no Capitulo[12] para resolver o Problema R (pagina[144). Esse argumento usa
um raciocinio por reducao ao absurdo. No caso do Teorema de Cantor, supondo que existe
uma correspondéncia um a um entre os elementos de um conjunto A e os seus subconjuntos,
ou seja, uma bijegao de A em P(A), chegamos a um absurdo construindo um subconjunto
D de A que nao esta na imagem da bijecao.

Vamos comecgar examinando essa construgao no caso de conjuntos finitos. Trabalhando
com conjuntos finitos, podemos montar tabelas e visualizar a diagonal que d4 nome a cons-
trucao (e ao argumento que usa essa construgao).

Vejamos um primeiro exemplo.

Exemplo 13.1 Consideremos o conjunto A = {a,e,i,o,u} das vogais. Para definir um
subconjunto de A, devemos decidir, para cada elemento de A, se esse elemento vai fazer
parte do subconjunto que queremos definir, ou nao. Podemos fazer isso marcando, em uma
tabela, sim ou ndo para cada elemento de A. Os elementos marcados com sim vao fazer parte
do subconjunto definido, os marcados com nao, nao. Podemos descrever essa maneira de
definir o subconjunto {a,e,u} como seque:

A={ a, e, i, o, wu }\Subconjunto
sim sim ndo ndo sim | {a,eu}

Vejamos mais alguns exemplos:

A={ a, e, i, o, wu }|subconjunto
sim sim n3o n3o sim {a,e,u}
ndo sim n3o n3o ndo {e}
ndo ndo ndo sim sim {o,u}
ndo ndo n3o n3o ndo )
sim sim sim sim sim {a,e,i,0,u}
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Agora vamos definir um subconjunto que nao estd nesta tabela, usando a diagonal de sim’s
e nao’s.
A={ a, e, i, 0, u  } | subconjunto
sim sim nd ndo |sim {a,e,u}
ndo sim  ndo ndo {e}
nio n3o |ndo| sim sim {o,u}
ndo ndo ndo ndo @]

sim| sim sim sim sim {a,e,i,0,u}

Acrescentamos uma nova linha na tabela, construida a partir da diagonal, trocando cada sim

da diagonal por ndo, e vice-versa. Com essa construcao vamos obter um subconjunto de A
que, com certeza, nao estava na tabela.

A={ a, e, i, 0, u  } | subconjunto
sim sim ndo n3o |sim {a,e,u}
ndo sim ndo |ndo| ndo {e}

nio ndo |ndo| sim sim {o,u}
nao nio n3o n3o %)

sim| sim sim sim  sim {a,e,i,0,u}

'ndo| |sim| |sim| [sim| [ndo] ‘ {e,i,0}

Para que tenhamos uma diagonal, precisamos de uma tabela quadrada. Vamos, entao,
considerar que temos um subconjunto de A associado a cada elemento de A, por uma funcao
f, e vamos definir o “subconjunto diferente” para f.

Definicao 13.1 Seja A um conjunto e f : A — P(A) uma func¢ao que associa elementos de
A a subconguntos de A. O subconjunto diferente para f é Dy ={a€ A:a ¢ f(a)}.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 13.2 Considere novamente o conjunto A = {a,e,i,0,u} das vogais e a fun¢ao
[ A = PA) tal que f(a) = {a,eiou}, fe) = O, f() = {o,u}, flo) = {e}, e

f(u) = {a,e,u}. Nesse exemplo, o subconjunto diferente para f é Dy = {e,i,0}.

x a e i 0 u f(z)

u sim sim ndo ndo |sim {a,e,u}

0 ndo sim n3o |ndo| ndo {e}

i ndo ndo sim  sim {o,u}

e ndo |ndo| ndo ndo ndo )
sim| sim sim sim  sim {a,e,i,0,u}
'ndo| |sim| |sim| |sim| |ndo] ‘ Dy ={e,i,0}

Exercicio 39 Dado o conjunto A dos principais personagens da sua série ou do seu livro
favorito, defina a fungao f : A — P(A) que associa, a cada personagem, o conjunto de todos
0s personagens cujo nome tem a mesma inicial. Por exemplo, se alguém considera que

A = {Burman, Saru, Tyler, Stamets, Tilly, Lorca, Culber, Pike, Booker, Georgio}
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¢ o conjunto dos principais personagens de Star Trek Discovery, entao, para esta pessoa,
f(Burman) = {Burman, Booker}.

Determine Dy para a sua fungdo f e mostre que, para o seu conjunto A e a sua fung¢ao
f, para todo a € A, temos que Dy # f(a).

Exemplo 13.3 Considere o conjunto A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dos digitos e a fun¢ao
f:A—=P(A) tal que f(x) ={0,2,4,6,8} quando x € par, e f(z) = {1,3,5,7,9} quando x
€ impar.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 f(z)

ndo sim n3ao sim n3o sim n3ao sim nao lm[ {1,3,5,7,9}
sim n3o sim n3 sim n3 sim n3 |sim| n3o {0,2,4,6,8}
ndo sim ndo sim nd3o sim n3o |sim| nd3o sim {1,3,579}
sim nd3 sim nd sim nd |[sim| nd% sim nd {0,2,4,6,8}
sim n3o sim ndo |[sim| ndo sim ndo sim {1,3,5,7,9}
sim nd sim nd |[sim| nd sim nd sim nd {0,2,4,6,8}
ndo sim ndo |sim| n3o sim n3o sim ndo sim {1,3,579}
sim n3o |sim| nd sim nd3 sim nd3 sim nd {0,2,4,68}
ndo |sim| ndo sim nd3o sim nd3o sim ndo sim {1,3,579}
sim| nd sim nd sim nd sim nd sim nd {0,2,4,6,8}

O = N Wk Uty N 0 ©|8
>
)
(o]

‘néo\ \nﬁo\ \néo\ \nﬁo\ \néo\ \nﬁo\ \néo\ \nﬁo\ \néo\ \nﬁo\ D=0

Exemplo 13.4 Considere a fungdo f : N — P(N) tal que f(x) = {x,x + 2} quando x < 2,
e f(z) ={x — 1,2+ 1} quando x > 2.

x 0 1 2 3 4 5 6 7T .. f(x)
7 n3do nd3 n3do nd3o ndo nd3o sim |ndo| ... {6,8}
6 ndo ndo ndo ndo ndo sim sim ... {5,7}
5 n3o n3o n3o ndo sim |ndo| sim ndo ... {4,6}
4 ndo ndo ndo sim sim ndo ndo ... {3,5}
3 ndo ndo sim sim n3o n3o ndo ... {2,4}
2 n3o sim sim n3ao ndo n3ao ndo ... {1,3}
1 nd |sim| ndo sim nd ndo ndo ndo ... {1,3}
0 [sim|] n3 sim n3 n3 n3 ndo ndo ... {0,2}
'ndo| |ndo| [sim| [sim| [sim| [sim| |sim| |sim| ... ‘Df:{nEN:n>1}

Lema 13.0.1 Para todo conjunto A, toda funcao f: A—P(A), e todo elemento x € A, se
A# D, entio Dy # f(x).

Vamos agora usar o Lema [13.0.1] para a prova do Teorema de Cantor, que diz que a

quantidade de subconjuntos de um conjunto é sempre maior que a quantidade de elementos
do conjunto:
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Teorema 13.1 Para todo conjunto A, temos que |A| < |P(A)|.

Prova:

Seja A um conjunto. Seja f : A — P(A) tal que f(z) = {z}. Temos que f ¢é injetiva.
De fato, dados z,y € A, se f(z) = f(y), entdao {z} = {y} e, portanto, x = y. Logo, por
definigao, temos que |A| < |P(A)|. Suponhamos, para uma contradigao, que |A| = |P(A)].
Seja f : A — P(A) tal que f é uma bijegao. Sabemos que D; € P(A), pela definicao.
Pelo Exercicio , como f é uma funcdo de A em P(A), temos que Dy # f(x), para
todo © € A. Logo, f ndo é sobrejetiva, uma contradi¢ao. Assim, |A| # |P(A)|. Como
|A| < |P(A)] e |A] # |P(A)|, podemos concluir que |A| < |P(A)|. =

O Teorema de Cantor (Teorema |13.1) garante a existéncia de conjuntos infinitos de
cardinalidade maior que qualquer cardinalidade infinita dada. Assim, por exemplo, temos

que [R| < [P(R)] < [P(P(R))| < [P(P(P(R)))| <...
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Apéndice A
Definicoes

Neste apéndice descrevemos, em linhas gerais: o que sao as definigoes (Secao [A.1)); quais
sdo as suas principais caracteristicas (Segoes e ; e como elas devem ser escritas
(Segao [A.2)), além de apresentar uma forma normal para definigoes (Segao [A.2.3)).

A.1 Definicoes

A Matematica — bem como qualquer um de seus ramos — lida com conceitos, que dizem
respeito aos objetos matemdticos que estao sendo estudados.

Em uma apresentacgao organizada de qualquer parte da Matematica — seja ela um tinico
tépico ou toda uma teoria — os conceitos sao classificados em primitivos ou nao primitivos.
Em linhas gerais:

Os conceitos primitivos sao apresentados intuitivamente.

Os conceitos nao primitivos sao apresentados através de definigoes.

Em outras palavras, na Matematica, as defini¢coes sao utilizadas para fixar o significado
dos vocdbulos que expressam os conceitos nao primitivos:

Uma definicao ¢ uma parte de um texto que introduz um novo vocabulo,
fixando o seu significado.

Exemplo A.1 (a) Uma relacao fundamental entre conjuntos é a relagdo de inclusio, cujo
significado pode ser fixado pela sequinte definicao:

Definicao A.1 Se cada elemento de um conjunto A € tam-
bém um elemento de um conjunto B, dizemos que A € um
subconjunto de B.

(b) Uma fun¢ao importante da Trigonometria € a func¢ao seno, cujo significado pode ser
fizado pela sequinte defini¢do:
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Definicao A.2 Dado um angulo agudo x, por um ponto per-
tencente a um de seus lados, tracemos uma perpendicular ao
outro lado, como na Figura[A.1. Vamos definir:

(z) p cateto oposto a x AB ¢
sen(x) = seno dex = = =—.
hipotenusa BC a

B

a
C
T X
C 4 b A

Figura A.1: sen(x) = ¢
a

(¢c) Um conceito fundamental sobre nimeros naturais é a propriedade de ser par, cujo signi-
ficado pode ser fixado pela sequinte definicdo:

Definicao A.3 Um niumero natural é par se € o dobro de
algum nimero natural.

(d) Um conceito importante da Teoria dos Grafos é a nogao de grafo euleriano (lé-se
éileriano ), cujo significado pode ser fizado pela sequinte defini¢do:

Definicao A.4 Um grafo € euleriano se possui uma trilha
fechada que contém cada aresta exatamente uma vez.

Todos os textos em destaque acima sao exemplos de definicoes que correspondem ao que

€, usualmente, encontrado nos textos de Matemdtica.

Como o Exemplo sugere, o significado do vocabulo que esta sendo definido ¢ fixado
a partir do significado de outros vocabulos.

Exemplo A.2 (a) No Ezemplo [A.1(a), definimos subconjunto a partir de nogées como
elemento, conjunto e pertinéncia.

(b) No Ezemplo[A.1|(b), definimos seno a partir de nogoes como cateto oposto, hipotenusa
e quociente de dois nimeros reais.

(¢c) No Ezemplo[A.1(c), definimos niimero par a partir de nogdes como nimero natural e
dobro.

(d) No Ezemplo [A.](d), definimos grafo euleriano a partir de nogées como grafo, trilha
fechada e aresta.

Uma outra maneira de se utilizar uma definigao, em Matematica, ¢ com o objetivo de
verificar se um dado objeto corresponde, ou nao, ao conceito definido.

Uma definicao ¢ uma parte de um texto que estabelece o significado de um
conceito, dando condicoes para sua verificacao ou determinacao.
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Exemplo A.3 (a) Sequndo a defini¢io de inclusio apresentada no Ezemplo[A.1(a), dados
dois conjuntos A e B, para verificar se A € ou nao um subconjunto de B, basta verificar se
cada elemento de A é também um elemento de B.

(b) Segundo a defini¢io de seno apresentada no Ezemplo [A.1(b), dado wm dngulo agudo
x, para calcular o seno de x basta fazer um desenho como na Figura determinar as

. _ c
medidas a e ¢ e calcular o quociente —.
a

(c) Sequndo a defini¢do de mimero par apresentada no Ezemplo[A.](c), dado um nimero
natural n, para verificar se n € par, basta calcular sua metade e verificar se esta € um niumero
natural.

Observacgao.

E importante salientar que, em Matematica, as definicoes nao ocorrem ao
acaso. Usualmente, sao motivadas pela presenca de um conceito que aparece
com frequéncia.

Por exemplo, a ocorréncia frequente do conceito

Numero natural positivo maior do que 1 que nao possui fatores di-
ferentes de 1 e de si mesmo.

levou a necessidade de se definir o conceito de niimero primo.

Neste sentido, uma definicao pode ser vista como uma convenc¢dao que diz qual
o significado de um conceito e que estabelece condigoes para sua verificagao ou
determinacao.

Exercicio 40 (a) Determinar os conceitos que sao usados na defini¢ao do Exemplo[A.1](d),
para definirmos grafo euleriano.

(b) Determine as condi¢oes que sio dadas na definicio do Exemplo[A.1)(d), para verificarmos
se um grafo € euleriano.

Exercicio 41 Ezxaminar um texto diddtico sobre a Matemdtica do Ensino Bdsico — que vocé
considere de qualidade — e, para cada conceito abaizo, determinar se os autores o adotam
como primitivo ou nao primitivo. Em cada caso, descreva as explicacoes ou defini¢oes que
0s autores apresentam, para cada conceito.

(a) Arranjo. Permutagdo. Combinagdo. Fatorial.
(b) Experimento aleatorio. Espago amostral. Evento. Probabilidade.

(¢) Razdo. Propor¢ao. Grandezas diretamente proporcionais. Grandezas inversamente pro-
POTCLONais.

(d) Capital. Juros. Taza de Juros. Montante.
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A.2 Forma normal das definicoes

Por transmitirem significados e apresentarem condigoes de verificagao, as defini¢oes de-
sempenham um papel essencial no ensino, no estudo e no desenvolvimento da Matematica.
Mas, para que possam ser utilizadas de maneira sistematica, em cada uma destas atividades,
as definigoes devem estar escritas de modo adequado. Assim, somos levados a considerar
uma maneira especial de escrever as defini¢oes. Esta maneira decorre das andlises a seguir.

A.2.1 Tipos de objetos

Em primeiro lugar, uma definicao sé faz sentido quando aplicada a um certo tipo de
objeto.

Exemplo A.4 (a) Como definida no Exemplo[A.1|(a), a relagdo de inclusao diz respeito a
conjuntos.

(b) Como definida no Exemplo [A.1|(b), a funcdo seno diz respeito a angulos agudos.
(c) Como definida no Exemplo (c), a propriedade ser par diz respeito a numeros naturais.
Esta observacao simples nos afasta de aplicacoes indevidas das defini¢oes.

Exemplo A.5 Se aplicarmos a definicao de numero par, formulada para nimeros naturais
no Exemplo (c), a numeros reais, teremos:

Um numero real é par, se ¢ o dobro de algum ntmero real.

Agora, como todo numero real pode ser dividido por dois, deste fato concluimos que todo
numero real € par, o que é um absurdo.

Para evitar que apliquemos uma definicao formulada para um certo tipo de objeto a
objetos de um outro tipo, ao escrevermos as defini¢bes vamos exigir que o tipo de objeto ao
qual ela se aplica esteja explicitamente determinado.

Exemplo A.6 (a) Uma maneira mais adequada de escrever a defini¢ao apresentada no
Ezemplo [A.1)(a) é a seguinte:

Sejam A e B conjuntos. Se cada elemento de A é também um elemento de B,
dizemos que A € um subconjunto de B.

(b) Uma maneira mais adequada de escrever a definicao apresentada no Ezemplo (b) é
a sequinte:

Seja x um dangulo agudo como o da Figura[A.1 Definimos:

cateto oposto a x  AB

c
seno de x = sen(x) = —.
a

hipotenusa BC

(¢) Uma maneira mais adequada de escrever a definicao apresentada no Ezemplo (c) é
a sequinte:

Seja a um numero natural. Dizemos que a € par se é o dobro de algum niumero
natural.

Compare estas defini¢goes com as apresentadas originalmente no Exemplo [A.1]
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A.2.2 Conceitos definidos e basicos

Em segundo lugar, uma defini¢ao sé introduz um conceito a partir de conceitos ja conhe-
cidos. Assim, os conceitos que ocorrem em uma definicao podem ser classificados em duas
categorias:

1. Conceito definido: é o conceito cujo significado estd sendo fixado na definicao.

2. Conceitos basicos: sao os conceitos utilizados na defini¢ao, mas cujos significados
nao estao expressos na definicao.

Exemplo A.7 (a) No Ezemplo [A.0(a), o conceito definido é subconjunto e entre os con-
ceitos bdsicos estao elemento, conjunto e pertinéncia.

(b) No Ezemplo [A.(b), o conceito definido é seno e entre os conceitos primitivos estao
cateto oposto, hipotenusa e quociente de ntimeros reais.

(¢c) No Ezemplo [A.f(c), o conceito definido é niimero par e entre os conceitos primitivos
estao numero natural e dobro.

Podemos, entao, dizer que uma definicao de um conceito ¢ é baseada no conhecimento
dos conceitos c1, ca, ..., ¢y, utilizados como conceitos basicos na definicao de c:

C1,C2 ..., Cm
—_—

0
&

Agora, como o significado dos conceitos devem ser fixados por suas defini¢oes, para que

possamos aceitar ¢y, ¢s, ..., ¢, como conhecidos e considerar que ¢ foi definido, devemos ter
as defini¢coes dos conceitos primitivos ¢y, ¢o, ..., ¢,. Mas, da mesma forma que na defini¢ao
de ¢, a definicao de cada um dos conceitos ¢y, ¢, ..., ¢y, serd baseada no conhecimento de
outros conceitos, utilizados como conceitos primitivos nas defini¢oes de ¢, ¢, ..., Cm.
011,...,Cln1 621,...,62n2 le,...,Cmnk
4 U U
C1 Co e Cm

Se levarmos adiante o processo esbogado acima, correremos o risco de encontrar regressos
infinitos e/ou circulos viciosos e, obviamente, uma defini¢ao correta deve excluir essas duas
possibilidades. Assim, devemos admitir o seguinte Critério Fundamental Sobre a Estrutura
das Definicoes:

Toda definicao é baseada em um certo nimero de con-
ceitos previamente conhecidos, ou seja, aceitos sem de-
finicao.

Este critério fundamental é tanto local — ou seja, diz respeito a definicao tomada isola-
damente e, neste sentido, esta fixando os conceitos basicos da definicao — quanto global —
ou seja, diz respeito a definicao dentro de uma teoria e, neste sentido, esta relacionando os
conceitos que ocorrem na definicao com os conceitos primitivos da teoria.
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Para evitar que facamos confusao sobre qual é o conceito que esta sendo definido e quais
sao os conceitos que estao sendo considerados como basicos, quando escrevermos a defini¢ao,
vamos exigir que essa classificacao dos conceitos esteja bem determinada. Faremos isto
estipulando que o conceito definido esteja escrito sempre antes dos conceitos primitivos que
estao sendo utilizados na definicao.

Exemplo A.8 (a) Uma maneira mais adequada de escrever a defini¢ao de inclusao, apre-

sentada no Exemplo[A.0(a), é:

Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é um subconjunto de B se cada elemento
de A € também um elemento de B.

(b) Uma maneira mais adequada de escrever a definicao de seno, apresentada no Erem-

plo[A.(b), é:
Seja x um dangulo agudo como o da Figura[A.1l O seno de x é definido como:

cateto oposto a x  AB
sen(z) = = =

c
hipotenusa BC

(¢) Uma maneira mais adequada de escrever a defini¢ao de numero par, apresentada no item

(c) do Exemplo é:

Seja a um numero natural. Dizemos que a € par se é o dobro de algum niumero
natural.

Compare estas defini¢oes com as apresentadas originalmente no Exemplo [A.6

Observacgao:

A classificagao de um conceito como bésico ou definido é relativo a uma de-
finigao.

Em outras palavras, um conceito que é definido em uma definicao pode ser
tomado como basico em outra.

A.2.3 Forma normal
Segue do que foi dito nas se¢oes e que toda defini¢do consiste de trés partes:

1. Atribuicao: é a parte da definicao que especifica a que tipo de objetos a definicao se
aplica.

2. O que é definido (definiendum): é a parte da definigdo que especifica qual o
conceito que esta sendo definido.
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3. O que define (definiens): ¢é a parte da definicdo que consiste de um enunciado
que expressa o significado do conceito definido a partir do significado dos conceitos
primitivos.

Todas as definigoes devem ser escritas (ou reescritas) de acordo com a especificagao
abaixo, onde cada uma das partes aparece em destaque e na ordem em que deve ser escrita,
para uma melhor entendimento dos conceitos definidos.

Forma normal de definicoes.

Uma definigao esta em forma normal, se esta escrita da seguinte forma:

’ 1. a palavra “Definicao:” ‘
+
2. atribuigéo|
+
’3. o que é deﬁnido‘
_.I_
‘4. o que deﬁne‘

1. Inicialmente, a palavra “Defini¢ao:”, deixando claro que o texto a seguir
é uma definicao. A palavra “Definicao:” pode estar rotulada para futura
diferenciacao ou referéncia.

2. Em seguida, a especificacao do tipo de objetos aos quais definicao se
aplica.

3. Em seguida, a especificacao do conceito que estd sendo definido.

4. Por fim, um enunciado que expressa o significado do conceito definido a
partir do significado dos conceitos basicos, onde o que é definido aparece
em destaque no texto da defini¢do e o que define aparece escrito com uma
certa quantidade de rigor matemdtico.

Exemplo A.9 (a) Uma defini¢cao em forma normal de inclusio é a sequinte:

Definicao A.5 Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é
um subconjunto de B se todo elemento de A € também um
elemento de B.

(b) Uma defini¢ao de seno em forma normal € a sequinte:

Definicao A.6 Seja x um angulo agudo como o da Figura
c

A.1l O seno de x € o numero sen(z) = —.
a

(¢) Uma defini¢ao de nimero par em forma normal € a sequinte:
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Definicao A.7 Seja a um nimero natural. Dizemos que a
¢ par se existe um nimero natural b, tal que a = 2b.

Compare estas defini¢oes com as apresentadas originalmente no Exemplo [A.]]

Observacao.

Um dos critérios para que uma definicao esteja em forma normal é que o
que define deve estar escrito com uma certa quantidade de rigor matematico.
Embora rigor matematico seja uma propriedade desejavel das definicoes, é
dificil especificar o que este conceito significa e utiliza-lo como um critério
objetivo na elaboracao de defini¢oes. Ainda mais que a quantidade de rigor
adotada em um texto depende muito do perfil do leitor a quem o texto se
destina.

Seguindo as diretrizes apresentadas aqui — com exercicio e experiéncia —
podemos escrever defini¢oes que atingem uma grande gama de leitores e podem
tornar o nosso texto muito mais 1til e abrangente do que os textos nos quais
as defini¢oes nao estao escritas de maneira estruturada.

Exercicio 42 FEscrever em forma normal a definicio de grafo euleriano apresentada mo

Ezemplo[A.1(d).

Exercicio 43 FEscrever em forma normal, cada uma das defini¢oes que vocé apresentou no

Exemplo [41].

(a) Razao. Propor¢io. Grandezas diretamente proporcionais. Grandezas inversamente pro-
POTCLOnais.

(b) Capital. Juros. Tazxa de Juros. Montante.
(¢) Arranjo. Permutacao. Combinagao. Fatorial.

(d) Ezperimento aleatdrio. Espag¢o amostral. Evento. Probabilidade.
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